Rozdzial 12
MATEMATYKA W FINANSACH OSOBISTYCH

Viera Gafrikova

Finanse i matematyka sa od wiekow $cisle zwiazane: rozw6j matematyki
czgsto byl motywowany potrzebg rozwiazywania probleméw finansowych, a ma-
tematyka byla sila napedowa rozwoju finanséw. Zwigzki te widoczne byly juz w sta-
rozytnych cywilizacjach, gdyz kupiectwo i handel wymagaty znajomosci matematyki.

Dzisiejszy swiat finansow jest peten matematycznych wzoréw, rownan, mo-
deli. Wspéiczesny analityk finansowy nie moze si¢ obejs¢ bez rzetelnej znajomosci
wyzszej matematyki, rachunku prawdopodobienstwa, statystyki matematycznej oraz
umiejetnosci wykorzystania tej wiedzy w rozwigzywaniu probleméw finansowych.

Dynamiczny rozwéj rynkéw finansowych oraz ich umiedzynarodowienie,
rozwdj technologii informacyjno-komunikacyjnych, rosngca ztozonos¢ produktéw
finansowych itp. wymagaja takze od konsumentéw coraz wigkszej §wiadomosci
finansowej, w tym znajomosci podstaw matematyki finansowej. Jeszcze pare lat temu,
takimi terminami jak ,,efektywna stopa procentowa lokaty” czy ,rzeczywista roczna
stopa oprocentowania kredytu” (rozdz. 7) postugiwali si¢ gléwnie specjalisci, a dzi-
siaj jest to standardowa informacja podawana klientom w ofercie produktu.

Opanowanie i zrozumienie gtéwnych poje¢ i twierdzefi matematyki finanso-
wej oraz podstawowych metod rozliczen finansowych pozwala na odpowiedzialne,
niezalezne i racjonalne rozwigzywanie wielu probleméw zwiazanych z zarzadza-
niem finansami gospodarstw domowych.

W rozdziale skupimy sig na zagadnieniach zwigzanych z najprostszymi pro-
duktami finansowymi, za jakie uwaza si¢ lokaty bankowe i kredyty. Ograniczymy
si¢ do przedstawienia podstawowych koncepcji matematyki finansowej, ktore sa
konieczne do zrozumienia istoty tych produktow, takich jak: procent, odsetki, schemat
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oprocentowania prostego i sktadanego, dyskontowanie, warto$¢ pieniadza w cza-
sie oraz sposoby splaty diugu.

12.1. Procent i schematy oprocentowania

.

Procent (proc.) to jedna setna okreslonej calosci, oznaczany symbolem %.
Liczbe w postaci utamka o mianowniku 100 mozna zapisa¢ réwniez za pomocg

procentu. Na przyktad 15% oznacza 0,15 lub T:)io Procenty otaczajg nas z kazdej

strony: informuja o skali obnizki (podwyzki) cen towardw, opisujg sktad materiatu
z ktérego wyprodukowano odziez, okreslaja zawartos¢ produktéw spozywczych,
wyrazajg wyniki glosowania itp. Trudno byloby znalezé wydanie codziennej prasy
bez informacji z wykorzystaniem procentéw.

Wydawatoby sig, ze skoro pojecie procentu jest tak szeroko stosowane, to
jest ono powszechnie znane i rozumiane i kazdy powinien sobie radzi¢ z prostymi
obliczeniami. Tak jednak nie jest. Zadanie ,,Pan Kowalski zarabia aktualnie 3000
ztotych. Szef obiecat mu 5% podwyzki. Ile bgdzie zarabial pan Kowalski po pod-
wyzce?” wprawdzie nie sprawia problemu osobom z wyzszym wyksztalceniem,
ale co trzecia osoba z wyksztatceniem podstawowym sobie z nim nie radzi'. Alar-
mujgca sytuacja jest wirdd uczniow szkoty podstawowej: probny sprawdzian szo-
stoklasisty przeprowadzony w grudniu 2014 r. pokazal, ze dwdch na trzech
uczniéw nie potrafi obliczyé procentu z danej liczby?.

Przyklad 1. Pojecie procentu
Cena pewnego towaru wzrosta o 200%. Ile razy wzrosta cena tego towaru?
Rozwigzanie:

Jezeli pierwotna cena towaru wyniosta x, to po podwyzce wyniosta ona 3x.
Cena towaru wzrosta wigc 3 razy.

Pojecie ,,procent” jest czgsto mylone z pojeciem ,,punkt procentowy”. W punk-
tach procentowych wyraza sie réznica miedzy dwiema wielkosciami wyrazonymi
w procentach. Na przyklad, jesli roczne oprocentowanie lokaty wzroénie z 5% do
5,5%, to mozna powiedzie¢, ze ,,oprocentowanie wzrosto o 0,5 punktu procentowego”

! Stan wiedzy ekonomicznej Polakéw , Raport Instytutu Wolnosci i Raiffeisen Polbank, lipiec
2014, s. 16, hutp://instytutwolnosci.pl/wp-content/uploads/2014/07/Raport-o-Stanie-Wiedzy-Ekono-
micznej-Polak%C3%B3w.pdf, dostep: 9.06.2015.

2 Wittenberg A., Nasze dzieci gubig si¢ w przestrzeni, ,Dziennik Gazeta Prawna”, 18 lutego
2015, nr 33(3926).


http://instytutwolnosci.pl/wp-content/uploads/2014/07/Raport-o-Stanie-Wiedzy-Ekono-micznej-Poiak%C3%B3w.pdf
http://instytutwolnosci.pl/wp-content/uploads/2014/07/Raport-o-Stanie-Wiedzy-Ekono-micznej-Poiak%C3%B3w.pdf
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lub ,,oprocentowanie wzrosto o 10%”. Niepoprawne jest natomiast stwierdzenie,
ze ,,oprocentowanie wzrosto o0 0,5%”. Badania Instytutu Wolnosci i Raiffeisen Pol-
bank® pokazaty, ze tylko 8% ankietowanych odrdznia procent od punktu procento-
wego, przy czym poziom wyksztatcenia respondentéw nie wptywa znaczgco na
wyniki tego badania.

W matematyce finansowej pojecie procentu jest uzywane réwniez do okre-
$lenia korzysci ptynacych z uzywania obcego kapitatu i czesto jest utozsamiane
z odsetkami — takie podejécie znacznie utatwia interpretacje poszezegéinych pojgé
oraz ich wlasno$ci. Kapitat, ktéry wygenerowat odsetki nazywamy kapitatem po-

_czatkowym a sumg Kapitatu poczatkowego i odsetek — kapitatem koricowym. Okres,
w ktérym generowane sg odsetki, nazywamy okresem oprocentowania, a stosunek
odsetek do kapitalu poczgtkowego, nazywamy okresowg stopg procentows.

Normalnie korzy$ci finansowe za udostgpnienie kapitatu odnosi strona, ktéra
udostepnia kapitat, czyli dtuznik placi wierzycielowi: za wynajgcie samochodu czy
mieszkania pfaci najemca, bank wyptaca wiascicielowi lokaty odsetki a za kredyt
zaciagniety w banku, klient ptaci odsetki bankowi. W praktyce finansowej mozliwa
jest takze relacja odwrotna, w ktdrej wierzyciel ptaci dtuznikowi za przekazanie
mu srodkéw. Dowodza tego zdarzajace si¢ w historii przypadki stosowania ujem-
nych st6p procentowych. Skutki ostatnich decyzji o wprowadzeniu ujemnych stop
procentowych, podjetych przez Europejski Bank Centralny* oraz Narodowy Bank
Szwajcarii’ w 2014 roku, odczuwajg réwniez konsumenci polscy.

Umowa transakcji finansowej pomiedzy wierzycielem i dluznikiem najczeg-
$ciej nie okresla kwotowo warto$ci odsetek, ale wysoko$¢ okresowej stopy procen-
towej i sposdb kalkulacji odsetek. Wyr6zniamy dwa podstawowe schematy nali-
czania odsetek:

— schemat oprocentowania prostego — podstawg do naliczania odsetek w do-
wolnym momencie okresu oprocentowania jest kapitat poczatkowy i kwota
naliczonych odsetek jest proporcjonalna do uptywu czasu;

— schemat oprocentowania zlozonego (sktadanego) — do naliczenia odsetek
potrzebne jest ustalenie okresu, po uplywie ktérego odsetki beda kapitalizo-
wane, czyli dodane do kapitahu lub inaczej, przeksztatlcone w kapitat. Okres
ten nazywamy okresem kapitalizacji. Podstawg do naliczenia odsetek w kaz-
dym kolejnym okresie kapitalizacji, jest suma kapitahu i odsetek naliczonych
w poprzednim okresie.

3 Stan wiedzy ekonomicznej Polakéw, op. cit., s. 15.

4 ECB introduces a negative deposit facility interest rate, Press Release, ECB, 5 June 2014,
https://www.ecb.europa.cu/press/pr/date/2014/html/pr140605_3.en.html, dostep: 20.01.20135.

3 Swiss National Bank introduces negative interest rates, Press Release, Zurich, 18 December
2014, http://www.snb.ch/en/mmr/reference/pre_20141218/source/pre_20141218.en.pdf, dostep:
20.01.2015.


https://www.ecb.europa.eu/press/pr/date/2014/html/prl
http://www.snb.ch/en/mmr/reference/pre_20141218/source/pre_201412l8.en.pdf
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W opisie obu schematéw naliczania odsetek istotng role odgrywa sposéb po-
miaru uptywu czasu, ktory bedziemy mierzy¢ za pomoca jednostki umownej (np.
dzien, tydzien, miesiac, kwartat, rok, péttora roku itp.) i nazywac okresem bazowym.
W praktyce finansowo-bankowej rachunek czasu jest przeprowadzany na kilka roz-
nych sposobéw. Najpopularniejsze z nich przedstawione sa w tabeli 12.1.

Tabela 12,1, Rachunek czasu w matematyce finansowej

Dlugosé okresu oprocentowania Diugosé roku Stosowana nazwa Konwencja
w dniach w dniach a naliczania odsetek
Faktyczna liczba dni, uwzgled- 360 dni regula bankowa Act/360
niajgca rézng dtugosé miesigcey, s
czyli 28,29,30 lub 31 dni 365 dni czas kalendarzowy Act/365
Liczba dni uwzgledniajgca mie-| 45, 4 czas bankowy 307360
sigce o réwnej dtugosci 30 dni ‘

Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie literatury przedmiotu.

Dtugo$¢ okresu oprocentowania wyrazong faktyczna, peing liczbg dni otrzy-
mujemy, liczgc dni od daty poczatkowej do koncowej okresu, pomijajac zazwyczaj
dzieh poczatkowy’. Przyjmujac miesigce o rownej dtugosci 30 dni, okres oprocen-
towania obliczamy jako liczbe pelnych kalendarzowych miesiecy pomnozona
przez 30 i powiekszong o liczbe dni w niepelnych miesigcach.

Oprocentowania proste - stopa stala

Przyjmijmy nastgpujgce oznaczenia i zaloZenia:
Ko — poczatkowa wartos¢ kapitatu, czyli kapitat poczatkowy, Ko > 0,
I — stopa procentowa okresu bazowego (stopa bazowa), i > -1,
n —czas oprocentowania, liczony w okresach bazowych, n =0,1,2,...,
K., — koficowa warto$¢ kapitatu, czyli kapitat koficowy na koficu n-tego okresu
bazowego, K, > 0,
I, —odsetki za n okresow bazowych.

Zgodnie z zasada oprocentowania prostego kapital na konficu pierwszego
okresu bazowego powstaje poprzez dodanie do wartosci poczatkowej kapitatu od-
setek za pierwszy okres (podstawa naliczenia odsetek jest Ko):

¢ W zaleznosci od banku oraz produktu, w latach przestepnych, moze byé uwzgledniana diu-
gos¢ roku 366 dni, ale w naszych rozwazaniach takiej sytuacji nie b¢dziemy brali pod uwagg.

7 Umowa produktu bankowego doktadnie okresla okres, za ktéry s3 naliczane odsetki, cza-
sami jest pomijany dzien korficowy zamiast dnia poczatkowego.
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K =K, +iK,=K,([1+i)

Kapital na koncu drugiego okresu bazowego powstaje poprzez dodanie do
wartosci kapitalu K; odsetek za drugi okres (podstawg naliczenia odsetek jest Ko).
Gdy przeprowadzimy analogiczne rozumowanie dla kolejnych okreséw, otrzymu-
Jjemy wartos¢ kapitatu koficowego na koncu n-tego okresu bazowego

K,= K,(1+ni) )

Odsetki za n okreséw bazowych, czyli r6znica mi¢dzy wartoscig konicowa
a poczatkowa kapitatu, obliczane s wedlug wzoru:

1=K, ni @)

Latwo sprawdzi¢, ze ciag kapitatéw (K»), n =0, 1, 2,..., jest ciggiem arytme-
tycznym o pierwszym wyrazie Ky oraz o réznicy rownej i Ko. Ciag ten jest ciagiem
rosnacym dla i > 0, stalym dla /= 0 oraz malejagcym dla i € (-1, 0). Przy ujemnej
stopie procentowej przyjete przez nas zalozenie K, > 0, ogranicza rozwazania do

. Y . - . -1
czasu oprocentowania o dtugosci n < ——l (K,20 K,(1+in)20n<—).
i i

W praktyce czas oprocentowania nie zawsze jest wyrazony w liczbach natu-
ralnych, potrzebne jest wiec uogélnienie modelu okreslonego réwnaniami (1), (2)
dla ciaglej zmiennej czasowe;j t:

K = K,(1+ i), teR' 3)
1 = K,it, teR' 4)
gdzie
R* — oznacza 7biér nieujemnych liczb rzeczywistych, czyli R* = [0, ),
t  —czas liczony w okresach bazowych,

K, —warto$¢ koficowa kapitatu w momencie € R*, K, > 0,
I — odsetki za r okres6w bazowych.

Pozostale oznaczenia oraz zalozenia takie jak w modelu opisanym réwna-
niami (1), (2).

Koncowa wartos¢ kapitatu K; jest liniowg funkcja czasu oprocentowania ¢
o wyrazie wolnym Kp oraz o wspélczynniku kierunkowym Ko i (rosngca dla i > 0,
malejgca dla i € (-1, 0) oraz stafa dla i = 0). Przy ujemnej stopie procentowe;j ogra-

. . . (e 1
niczamy rozwazania do okresu oprocentowania o dlugosci t<—.
l



Matematyka w finansach osobistych | 329

Przyklad 2. Kalkulacja odsetek oraz kapitatu korficowego
wedtug zasady oprocentowania prostego

Ile wyniosg odsetki oraz warto$¢ koncowa dwuletniej lokaty o wartosci po-
czatkowej 5000 zi, jezeli odsetki obliczane sg wedtug schematu oprocentowania
prostego, a oprocentowanie lokaty jest réwne 6% w skali roku®.

Rozwigzanie:

Do obliczenia odsetek wykorzystamy wzor (2) dla Ko = 5000 zt, n = 2,
i=6%:
1,=5000-2-0,06=600 zt

a kapitat koncowy otrzymujemy jako sume kapitatu poczatkowego oraz odsetek:
K> =15 000+ 600 = 5 600 zt

Dwauletnia lokata o wartosci 5000 zt przyniesie po dwoch latach 600 zt od-
setek a jej warto$¢ koncowa wyniesie 5600 zl.

Przyklad 3. Wplyw dodatniej stopy procentowej oraz czasu
oprocentowania na warto$¢ kapitatu koricowego

Po ilu latach kapitat poczatkowy wzrosnie o jedng czwarta, jezeli odsetki sa
naliczane wedlug schematu oprocentowania prostego na koniec okreséw rocznych
a stopa procentowa wyrazona w skali rocznej jest réwna: a) 1%, b) 5%, c) 10%.

Rozwiazanie:

Wykorzystamy wzér (1) dla rocznych okreséw bazowych oraz K, = 1,25 Ko:

1,25K,= K,(1+ni)

skad dla i # 0 mamy:
0,25
n= —
!
a) n=-@'=5 b) n=£=5 C) n=0’25=2’5
0,01 0,05 0,1

8 Dla stopy procentowej w ujeciu rocznym uzywamy tez skrétu p.a. (z lacifiskiego per annum).
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Kapital poczatkowy wzrosnie o jedna czwarta po 25 latach przy oprocento-
waniu 1% p.a., po 5 latach przy oprocentowaniu 5% p.a., a po 3 latach (musimy
uwzgledni¢ pelng liczbe lat) przy oprocentowaniu 10% p.a.

Przyklad 4. Wplyw ujemnej stopy procentowej® oraz czasu
oprocentowania na warto$¢ kapitatu koficowego

Po jakim czasie kapital koficowy osiggngtby wartoéé 0, jezeli kwartalna
stopa procentowa wynosi a) —2%, b) —3%, c¢) —10%, odsetki naliczane sa wg wzoru
(4) i stosowany jest czas bankowy.

Rozwigzanie:

Przyjmujac we wzorze (3) K; = 0, mamy

0= K, (1+it)
Stad dla i # 0 mamy:
t=;1—,awie;c
l
-1 -1 1 -1
t= =50 b) = =33- t=——=10
8 =50 ) =T33 9 T

Kapitat koncowy osiaggnatby wartos¢ 0 po 12,5 roku (50 kwartatéw) przy
stopie kwartalnej w wysokosci —2%, po 8,33 roku (33% kwartatu) przy stopie kwar-

talnej —3% oraz po 2,5 roku (10 kwartaléw) przy stopie kwartalnej — 10%.

W praktyce finansowo-bankowej stopa procentowa jest z reguly podawana
w skali rocznej (wprowadzimy dla niej specjalne oznaczenie r), a czas oprocento-
wania cz¢sto wyrazany jest w dniach. Konieczne jest wigc albo wyrazenie czasu
oprocentowania w latach (poprzez podzielenie czasu oprocentowania w dniach
przez liczb¢ dni w roku) albo uzycie dziennej stopy procentowej (stopa roczna po-
dzielona przez liczb¢ dni w roku). Gdy stosujemy stop¢ dzienng, wzory (3), (4).
przybieraja postac:

? W latach siedemdziesigtych ubieglego wieku, wladze szwajcarskie bronily sie przed apre-
cjacja franka za pomoca ujemnych stép procentowych. Od depozytéw nierezydentéow w CHF pobie-
rano oplaty w postaci ujemnych stép procentowych. W 1972 wprowadzono stopy na poziomie — 2%
kwartalnie, w 1973 na poziomie —3%, a w 1978 roku na poziomie —10% kwartalnie. Dorgan G., JP
Morgan: Reflections on negative interest rates in Switzerland. 14 May 2010, http://snbchf.com/snb/re-
flections-on-negative-interest-rates-in-switzerland/, dostep: 20.03.2015.


http://snbchf.com/snb/re-flections-on-negative-interest-rates-in-switzerland/
http://snbchf.com/snb/re-flections-on-negative-interest-rates-in-switzerland/

K =K, [1+ Lt]
T

r
I =K, Ft (5)
gdzie .
r - stopa procentowa wyrazona w skali rocznej,
t - czas oprocentowania w dniach,

T - dlugos$é roku w dniach,
t, T — obliczone zgodnie z obranym sposobem rachunku czasu.

Przykiad 5. Wptyw rachunku czasu na warto$¢ odsetek

Srodki w wysokosci 40 000 zt zostaly ulokowane w banku w okresie od
5 grudnia do 11 kwietnia nastgpnego roku. Oprocentowanie wynosi 6% p.a. Przy
zatozeniu, ze luty ma 28 dni, obliczyé warto$¢ odsetek przy ré6znych sposobach ich
naliczania (por. tab. 12.1.). Ktéry wariant naliczania odsetek jest najkorzystniejszy
dla klienta?

Rozwigzanie:

Dla kazdego sposobu naliczania odsetek okreslimy dlugos¢ okresu oprocen-
towania w dniach i zastosujemy wzdr (5). Przyktadowo, gdy stosujemy regute 30/360,
okres oprocentowania wynosi 126 dni, a odsetki sg rowne:

1 =K, %t = I, =40 000 -%426:8402{

Rozwiazanie dla wszystkich rozpatrywanych mozliwosci jest przedstawione
w tabeli 12.2.

Tabela 12.2. Warto$é odsetek dla réznych sposobéw ich naliczania

. Liczba dni Okres
Konwencja ODIOC Dzienna Odsetki
naliczania el pw " | stopa pro- [z]
odsetek gru- | sty |y | ™ e centowa
dzien | czen rzec cleir dniach
Act/365 26 31 28 31 11 127 0,0164% 835,07
Act/360 26 31 28 31 11 127 0,0167% 846,67
30/360 25 30 30 30 11 126 0,0167% 840,00

Zrédto: opracowanie wiasne.
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Najbardziej korzystny dla klienta jest wariant drugi, czyli konwencja nali-
czania odsetek Act/360.

Oprocentowanie proste - stopa zmienna

Zatézmy, ze czas oprocentowania ¢ sklada si¢ z n po sobie nastepujacych
odcinkéw czasowych o dtugosci 1, fa,..., £, (dlugos¢ odcinkéw mierzona w okre-

sach bazowych, ¢ = Z t;), w ktérych obowiazuja bazowe stopy procentowe
j=1

i, i2ye.., in. Wtedy:

K=K,(+it+it,++it )=K, (1+ i, ]
i=l
L= K, )it (6)
i=1

Warto$¢ odsetek jest znana z gory, gdy stopy procentowe sg podane na po-
czatku okresu oprocentowania — w tym przypadku klient nie ponosi ryzyka stopy
procentowej. Przy zmianach stopy procentowej, na przyklad w zaleznosci od wa-
runkdw rynkowych, warto$¢ odsetek znana jest dopiero na koncu okresu oprocen-
towania, a klient ponosi ryzyko stopy procentowe;.

Srednia stopa procentowa

Srednia bazowg stope procentowa w okresie oprocentowania o dtugosci ¢
(mierzony w okresach bazowych) nazywamy stope, przy ktdrej kapitat poczatkowy
generuje w tym okresie odsetki o tej samej wartosci, co zréznicowane stopy pro-
centowe. Stope $rednia wyznaczamy z rdwnania (por. wzor (6)):

K, D 0t = K, D it (7
i=1 i=1
skad

Z if tj n

fzf‘—t— ,gdzie 1= 1

Srednia stopa procentowa jest przydatna m.in. w ocenie optacalnosci tzw.
lokat dynamicznych (progresywnych). Ich istota polega na tym, ze oprocentowanie
ro$nie wraz z czasem trwania lokaty: w kazdym kolejnym miesiacu oprocentowanie
jest troche wyzsze i w ostatnim miesigcu osigga poziom znaczaco wyzszy niz prze-
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cigtny poziom na rynku dla lokat o tym samym terminie. Zwykle s3 one reklamo-
wane jako lokaty wysoko oprocentowane, ale coraz cz¢sciej podawana jest réwniez
informacja o $rednim oprocentowaniu lokaty.

Przyklad 6. Kalkulacja odsetek oraz $redniego oprocentowania
dla lokaty progresywnej .

Bank oferuje potroczng lokate progresywna. Okres umowny rozpoczyna si¢
z dniem otwarcia rachunku lokaty; koficzy sie z uptywem dnia poprzedzajacego dzief,
ktory datg odpowiada poczgtkowemu dniowi okresu umownego, a gdyby takiego
dnia w ostatnim miesiacu nie bylo z uptywem dnia poprzedzajacego ostatni dzien
miesigca'®. Okres naliczania odsetek jest réwny okresowi umownemu. Stawki opro-
centowania w poszczegdlnych miesigcach — w ujeciu rocznym — wynosza odpo-
wiednio: 0,5%; 1%; 1,5%; 2%; 3%; 4%.

Obliczyé odsetki dla lokaty w wysokosci 20 000 zt otwartej 1 kwietnia oraz
jej $rednie oprocentowanie. Dla cel6w naliczania odsetek przyjmuje sie, ze rok liczy
365 dni.

Rozwigzanie:

Poniewaz czas oprocentowania w poszczegdlnych miesigcach jest wyrazony
w dniach, zamiast stop rocznych wykorzystamy stopy dzienne. Wtedy wzor (6) przyj-
muje postaé:

i=1

W tabeli 12.3. przedstawiono odsetki naliczone w poszczegdlnych miesia-
cach oraz odsetki razem za cale péirocze. Przyktadowo, odsetki w kwietniu s3

0,
réwne 20 000- 0,5% 30=8,22 7}.
365

Réwnanie (7) w naszym przypadku przyjmuje postac:

K, i;tj - kY2,
i=1

i=l

19 Postuzono si¢ definicja okresu umownego dla lokat progresywnych stosowang w praktyce
— por. na przyklad Regulamin rachunkéw oszczednosciowych lokat terminowych Banku Pekao SA,
hitps://www.pekao24.pl/MCP/htm|/PL/regulamin_lokat.html, dostep: 26.03.2015.


https://www.pekao24.pl/MCP/html/PL/regulamin_lokat.html
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F=fl 2D gy
t 183

Tabela 12.3. Odsetki dla péirocznej lokaty progresywnej

Miesiac Kwieclefi Maj Czerwiec | Lipiec Sierpieni | Wrzesiefi | Razem
Stopa procentowa 7; 0,5% 1,0% 1,5% 2,0% 3,0% 4,0%
Liczba dni w miesigeu 30 31 30 31 31 30 183
ritj 0,15 0,31 0,45 0,62 0,93 1,20 3,66
Odsetki [z1] 8,22 16,99 | 24,66 | 33,97 | 5096 | 6575 | 200,55

Zrédto: opracowanie wiasne.

Srednie oprocentowanie lokaty wyrazone w skali rocznej wynosi 2%, zatem
,»Zwykia” péiroczna lokata o oprocentowaniu 2% p.a. przyniostaby w tym okresie
odsetki o tej samej wartosci co rozpatrywana lokata progresywna.

Oprocentowania skladane - stopa stala

Podstawowa cecha odrézniajgca oprocentowanie proste od ztozonego jest
zalozenie o reinwestowaniu odsetek. Zal6zmy najpierw, ze okres oprocentowania
jest wielokrotnoscia okresu bazowego a odsetki sa kapitalizowane na koniec kaz-
dego okresu bazowego. Przy stosowaniu tych samych oznaczef, co w schemacie
oprocentowania prostego, kapitat koncowy na konicu pierwszego okresu oblicza sie
wedlug wzoru:

K=K, +iK,=K, (1+i)

W drugim okresie bazowym podstawg do naliczenia odsetek jest kapitat K;
z kohca pierwszego okresu. Wzér do obliczania kapitatu na koncu drugiego okresu
bazowego przyjmuje postac:

K,=K +iK =K (1+i)=K,(1+if

Gdy przeprowadzimy analogiczne rozumowanie dla kolejnych okreséw, na
koncu n-tego okresu bazowego otrzymujemy kapitat koficowy:

K.=Ko (1+i) (8)
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oraz odsetki

=K, (1+iy -1) 9)

Zauwazmy, ze kazdy kolejny wyraz ciagu (K,),n=0, 1, 2,..., powstaje przez
pomnozenie wyrazu poprzedniego przez czynnik (1 + /). Oznacza to, ze ciag (K,)
jest ciagiem geometrycznym o wyrazie poczatkowym Ky oraz ilorazie (I' + i), a wiec
warto$¢ kapitatu konicowego rosnie wraz z czasem w postgpie geometrycznym dla
i > 0, pozostaje na tym samym poziomie dla / = 0 i maleje dla i € (-1, 0).

Przyklad 7. Naliczanie odsetek wedlug zasady oprocentowania zlozonego

Obliczy¢ warto$¢ kapitatu konicowego oraz odsetki dla 90-dniowej lokaty
w wysokosci 10 000 zl, przy kapitalizacji 10-dniowej, jezeli stopa procentowa
okresu bazowego (10 dni) wynosi 0,5%.

Rozwigzanie:

Zastosujemy wzory (8), (9) dla Ko = 10 000, » =9 oraz i = 0,5%.

Ko =10 000 (1 +0,005)° = 10 459,11 zt
Jy=10459,11 - 10 000 = 459,11 zt

Wartosé kapitatu konicowego wynosi 10 459,11 z1, a odsetki sg rowne 459,11 zi.

Kapitalizacja odsetek m razy w roku

Zalézmy, ze kapitalizacja odsetek nastepuje m razy w roku (m jest liczba
naturalng), wszystkie okresy kapitalizacji sa tej samej dhugosci oraz okres oprocen-
towania wynosi jeden rok. Przy danej rocznej stopie procentowej », warto$¢ kon-
cowa kapitatu na koniec m-tego okresu kapitalizacji wyraza si¢ wzorem:

Km=1<0(1+ij (10)
m
Zwr6émy uwage, ze wzor (10) jest szczeg6lnym przypadkiem wzoru (8). Okres
kapitalizacji, 1/m roku, jest rOwny okresowi bazowemu, okresem oprocentowania
jest jeden rok, a czas jest mierzony w okresach bazowych. Oczywiscie, okresem
oprocentowania moze by¢ dowolny inny okres, ktory jest wielokrotnoscig okresu
kapitalizacji. Stope » w tym kontek$cie przyjeto si¢ nazywaé stopg nominalna.
Najczesciej kapitalizacji dokonuje si¢ dwanascie razy w roku (m = 12),
cztery razy w roku (m = 4) lub dwa razy w roku (m = 2) i méwi si¢ odpowiednio
o kapitalizacji miesiecznej, kwartalnej lub pétrocznej. Wymienione okresy kapita-
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lizacji sktadaja si¢ z pelnej liczby dni przy stosowaniu roku o dhugosci 360 dni. Dla
5
roku o 365 dniach, przy kapitalizacji miesiecznej okres kapitalizacji wynosi 301—5

dnia, przy kwartalnej 91,25 dnia a przy kapitalizacji potrocznej 182,5 dnia.
Dla ustalonej nominalnej stopy oprocentowania r (r > -1, r # 0) oraz dla
dowolnej liczby naturalnej m prawdziwa jest nierowno$¢'!

m m+]
K0(1+L) <K0(1+ A )
m m+1

co oznacza, ze im czestsza kapitalizacja odsetek, tym wigeksza wartos$¢ kapitatu
koncowego.

Przyklad 8. Wplyw czestosci kapitalizacji odsetek oraz stopy procentowej
na wartos$c¢ koricowg kapitatu

Klient ma zamiar za rok kupi¢ nowy samochdod. W tej chwili dysponuje
kwotg 50 000 zt i postanowit je ulokowa¢ w formie lokaty bankowej. Rozwaza
dwie oferty:

a) lokate roczng o oprocentowaniu nominailnym 6% p.a. z p6troczng kapitali-
zacja odsetek,

b) lokate roczng o oprocentowaniu nominalnym 5,75% p.a. z miesi¢czng kapi-
talizacja odsetek.

Ktéra z tych dwéch lokat przyniesie wigksze odsetki?

Rozwigzanie:

2
a) K, =50000 (l+g§—6) =53045zt, L=K>—K,=30452

0,0575

12
b) Ku:soooo(pr ] =52951,992t, o= Ki2— Ko =2951,99 zt

Lokata roczna z pdiroczng kapitalizacja odsetek przyniesie klientowi wigk-
sze odsetki.

1 Dla dodatniej stopy procentowej por. Podgorska M., Klimkowska J., op. cit., s. 81; dla ujemnej
stopy por. Glowacki P., Analiza matematyczna 1 B, s. 3, http://www.math.uni.wroc.pV/~glowacki/
analizaB/wyklad03.pdf, dostgp: 29.04.2015.


http://www.math.uni.wroc.pl/~glowacki/
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Model oprocentowania sktadanego (wzory (8), (9)) uogoélnia si¢ dla ciagtej
zmiennej czasowej, ¢ € R', gdzie R* oznacza zbiér liczb rzeczywistych nieujem-
nych, czyli R* = [0, ) w nastgpujacy sposob:

K =K, (1+if (11)
1=K, (1+if-1)

Koncowa warto$¢ kapitatu K, jest iloczynem Kkapitalu poczatkowego Ko
i funkcji wyktadniczej o podstawie (1 + i) czasu oprocentowania ¢, gdzie i jest stopa
procentowa okresu bazowego i czas ¢ jest mierzony w okresach bazowych. Warto$¢
kapitatlu K jest rosngcg funkcja czasu dla i > 0, funkcja malejacg dla i € (-1, 0)
oraz funkcja statg dla / = 0. Zauwazmy, ze przy przyjetych przez nas zalozeniach
(Ko > 0, i > —1) warto$é kapitatu koncowego bedzie dodatnia dla dowolnego £ € R*.

Oprocentowania skladane - stopa zmienna

Zatézmy, ze czas oprocentowania ¢ sklada sie z n po sobie nast¢pujacych
odcinkéw czasowych o dtugodci #1, f,..., # (dtugo$¢ odcinkéw mierzona w okre-
sach bazowych, ; = Z t ), w ktérych obowiazujg bazowe stopy procentowe i,

J=1
i2,..., in. Wtedy warto$¢ kapitatu koncowego oraz odsetek wygenerowanych w cza-
sie ¢t wyraza si¢ wzorami:

K =K J[0+i) (12)

1=K, (ﬁ(lnj)': —1J (13)

j=
W zaleznosci od ksztatltowania si¢ stop procentowych w okresach bazowych,
wartos¢ kapitalu koncowego moze byé wigksza, mniejsza lub réwna wartosci ka-
pitatu poczatkowego.

Srednia stopa procentowa

W modelu oprocentowania zlozonego $rednia bazowa stopa procentowa
w okresie o dhugosci ¢ jest zdefiniowana analogicznie jak w modelu oprocentowa-
nia prostego, zatem jest to stopa i, przy ktorej kapitat poczatkowy generuje w tym
okresie odsetki o tej samej wartosci, co zréznicowane stopy procentowe. Srednig
bazows stope procentowa i wyznaczamy wigc z réwnania (por. wzor (13)):
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(14)

Przyklad 9. Kalkulacja kapitatu koficowego oraz Sredniej stopy procentowej
wedlug zasady oprocentowania ztozonego

Obliczyé warto$¢ kapitatu koficowego dla lokaty w wysokosci 10 000 zi,
o terminie dwa lata i 120 dni, przy rocznej kapitalizacji odsetek oraz
a) stopie procentowej 10% p.a.
b) stopie procentowej 10% p.a. w pierwszym roku a w pozostatej czesci okresu
oprocentowanej 12% p.a.
W przypadku b) obliczy¢ srednig roczna stope procentowa.
Przyjaé dtugos¢ roku 365 dni.

Rozwigzanie:
a) Dlugo$é¢ okresu oprocentowania wyrazona w latach jest réwna:
(2 365+ 120) 850

=—=x233
365 365 .

Stosujagc wzor (11), otrzymujemy:

850
Ky, =10000 (1+10%)iss =12485,15 zt

365

Wartos¢ kapitatu koncowego przy oprocentowaniu statym w wysokosci 10%
p.a. w okresie oprocentowania wyniesie 12 485,15 zt.

b) W pierwszym roku obowigzuje roczna stopa procentowa w wysokosci 10%,
a w drugim okresie o dtugosci 1,33 roku (485/365) roczna stopa procentowa
w wysokosci 12%.

Wykorzystamy wzér (12):

Ky =10000 (1+0,1) (1+0,12) =12787,69 2t

365



Warto$¢ kapitatu koficowego przy oprocentowaniu w wysokosci 10% p.a.
w pierwszym roku, a oprocentowaniu 12% p.a. w drugiej czedci okresu oprocento-
wania wyniesie 12 787,69 zi.

Srednig stope procentows obliczymy ze wzoru (14):

p 850

r= [1+r) -1=“€M+ 01) (1+012)% —1=11137%

J=l

Lokata o oprocentowaniu 11,137% p.a. przyniesie w czasie dwoch lat i 120
dni takie same odsetki jak lokata, ktorej oprocentowanie w pierwszym roku wynosi
10% p.a. a w drugiej czesci okresu 12% p.a.

Poréwnanie odsetek w modelach oprocentowania prostego
oraz sktadanego

Przy tej samej wartodei stawki procentowej i > —1, i # 0 przyrost odsetek
w modelu oprocentowania ztozonego jest szybszy niz w modelu oprocentowania
prostego dla czasu oprocentowania wiekszego od jednosci, a wolniejszy dla czasu
oprocentowania mniejszego od jednodci. Wynika to z prawdziwosci nierdwnosci
(1+iy>(+indlat>1oraz(1+if<(l1+it)dlate(0,1). Dlat=1 odsetki
proste sa rowne odsetkom ztozonym.

Stopa efektywna

Warto$¢ kapitatu konicowego zalezy od wielu czynnikéw, takich jak schemat
naliczania odsetek (oprocentowanie proste, ztozone), czgstotliwos¢ kapitalizacji,
ksztaltowanie si¢ stop procentowych w okresie oprocentowania, co utrudnia ich
poréwnywanie. W celu poréwnania réznych warunkéw oprocentowania (w tym sa-
mym okresie oprocentowania), potrzebna jest miara pozwalajaca na ich uporzad-
kowanie z punktu widzenia uzyskiwanych korzy$ci finansowych. Taka miarg jest
tzw. stopa efektywna i, ktdra oznacza, o ile procent zwieksza sie wartos¢ kapitatu
w ciggu okresu oprocentowania. Stopa efektywna pozwala uporzadkowaé rézne
sposoby kalkulacji kapitatu koficowego ze wzgledu na uzyskane korzysci finan-
sowe: im wigksza efektywna stopa procentowa, tym wieksza korzy$¢ finansowa.

Przyktadowo, w przypadku kapitalizacji odsetek m razy w roku (wzér (10)),
roczng efektywna stope procentowsg 7. wyznaczymy z réwnania:

K, (1+1,)=K, (1+;nr-j
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‘Oprocentowanie mieszane

W praktyce bankowo-finansowe) spotykamy si¢ rowniez z sytuacja, w ktorej
okresy kapitalizacji odsetek nie sg rownej dtugosci. Z takimi przypadkami mamy
do czynienia na przyklad wtedy, gdy odsetki s3 kapitalizowane miesi¢cznie (kwar-
talnie, pétrocznie ...) z uwzglednieniem faktycznej, pelnej liczby dni.

Jezeli czas oprocentowania ¢ sklada si¢ z n odcinkéw czasowych o dlugo-

$ciach 1, r2,..., t, wyrazonych w dniach (; = Z": t, ), W ktorych obowigzujg roczne
j=)

stopy procentowe 71, r2,..., '», odsetki sg kapitalizowane na koncu poszczegélnych
odcinkéw czasowych, a rok ma 7 dni, to do obliczenia wartosci kapitatu na koncu
n-tego odcinka (to jest po ¢ dniach) stosujemy wzor:

K =K, H(H%tj) (15)
=l

Nazwa oprocentowanie mieszane odnosi si¢ do faktu, ze odsetki sg kapitali-
zowane na koniec poszczegélnych okreséw, a w trakcie okresow naliczane sg we-
dlug schematu oprocentowania prostego.

Przyklad 10. Miesieczna kapitalizacja odsetek z uwzglednieniem
faktycznej liczby dni

Bank'* !* oferuje lokate 3-miesieczng z miesieczng kapitalizacjg odsetek. Okres
umowny rozpoczyna si¢ z dniem otwarcia rachunku lokaty; koficzy si¢ z uplywem
dnia poprzedzajacego dzien, ktory data odpowiada poczatkowemu dniowi okresu
umownego, a gdyby takiego dnia w ostatnim miesigcu nie byto z uplywem dnia
poprzedzajacego ostatni dzien miesigca. Okres naliczania odsetek jest réwny okre-
sowi umownemu. Odsetki powigkszaja kapital lokaty i s3 dopisywane po uplywie
kazdego pelnego miesigca trwania lokaty. Udostepnienie kwoty lokaty wraz z nali-
czonymi odsetkami nastepuje po zakonczeniu okresu umownego. Oprocentowanie
lokaty wynosi 2% p.a. w pierwszym miesiacu, 3% p.a. w drugim oraz 5% p.a.

12 Lokata Powitalna 123. http://static3.bzwbk.pl/asset/r/e/g/regulamin-lokata-123_30682.pdf
13 Oprocentowanie dla Ciebie. Lokaty terminowe. http://www.bzwbk.pl/przydatne-informacje/
oprocentowanie/klienci-indywidualni/oprocentowanie-dla-ciebie. html#lokaty, dostep: 15.03.2015.


http://static3.bzwbk.pI/asset/r/e/g/regulamin-lokata-123_30682.pdf
http://www.bzwbk.pl/przydatne-informacje/
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w trzecim miesigcu trwania lokaty. Dla celéw naliczania odsetek przyjmuje si¢, ze
rok liczy 365 dni.

Rachunek lokaty w wysokosci 10 000 zt otwarto 1 lutego 2015 roku. Obli-
czy¢ wartos¢ kapitatu koficowego oraz odsetki po zakoriczeniu okresu umownego.

Rozwiazanie:

Podstawiajac do wzoru (15)
Ky=10000,71=2%,r.=3%,rs=5%,t1 =28, =31, =30, t = 89

otrzymujemy

K,, =10000 1+0’£-28 (l+w-31] l+&-30)=10082,l2zl
365 365 365

Warto$¢ konicowa lokaty wyniesie 10 082,12 z}, a odsetki, obliczone jako
réznica Kgs — Ko, wyniosa 82,12 zt.

Dyskontowanie - operacja odwrotna do oprocentowania

Obliczanie wartosci kapitatu poczatkowego na podstawie znanej wartosci
kapitatu koficowego, nazywa si¢ dyskontowaniem'? a kwote o jaka nalezy pomniej-
szy¢ kapitat koficowy, aby otrzyma¢ kapitat poczatkowy, nazywamy dyskontem D.

Dyskontowanie proste

Wychodzac ze wzoru (3), okreslajacego wartos¢ koncowa kapitatu w sche-
macie oprocentowania prostego, otrzymujemy model dyskontowania prostego:

K
K,=— 16
1+t (16)
D K it
1+it
. . . K K it
gdzie dyskonto zostalo obliczone jako: D=K, - K,= K, -—— =—-’-1;-—
L+it 1+ir

14 Nazywane réwniez dyskontowaniem matematycznym lub rzeczywistym, w odréznieniu od
dyskontowania handlowego, w ktorym dyskonto jest obliczane od wartosci koficowej przy uzyciu
stopy dyskontowe;.
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Dyskontowanie skladane

Model dyskontowania skladanego otrzymujemy, wychodzac ze wzoru (11),
okreslajacego model oprocentowania sktadanego:

K,
17)

(1+i)
a dyskonto D obliczamy jako:
K
D=K, -K,=K, —— —K,(l—- ! )

(+i)f 1+

Przykiad 11. Dyskontowanie proste

K, =

Bank wyemitowal 100-dniowe certyfikaty depozytowe oprocentowane 7,2%
p.a. Jaka kwote zdeponowat klient u emitenta, jezeli po uplywie daty zapadalnosci,
certyfikat zostat wykupiony za 25 500 zt. Zakladamy, Ze odsetki sg naliczane wg
schematu oprocentowania prostego oraz reguty Act/360.

Rozwigzanie:

Wykorzystujac wzor (16), otrzymujemy:

K,= K'r = gf)ggo =25000 zt
1+—t 1+=2 -100
T 0

Klient zdeponowat u emitenta 25 000 zt.

12.2. Wartos¢ kapitatu w czasie

Stwierdzenie, ze warto$¢ kapitatu zmienia sie w czasie nie budzi watpliwosci.
Posiadanie 1000 zlotych dzisiaj nie jest tym samym, co posiadanie 1000 ztotych
5 lat temu, lub posiadanie 1000 ztotych za rok.

Aktualizacja warto$ci kapitatu

Warto$¢ kapitatu odnosi si¢ zawsze do okre$lonego momentu czasu. W ma-
tematyce finansowej zasada $cistego zwigzku kapitatu z czasem jest rygorystycznie
przestrzegana. Bez sprowadzenia wartosci kapitatéw odnoszacych si¢ do réznych
momentdw czasowych na jeden wspdlny moment, nie jest mozliwe ich poréwnywanie,



ani dodawanie ¢zy odejmowanie. Obliczenie wartosci kapitatu, znanego w danym mo-
mencie, w dowolnym innym momencie, nosi nazwg aktualizacji wartosci kapitahu.

Ograniczymy si¢ do przedstawienia kilku podstawowych pojec'®, ktore be-
dziemy wykorzystywa¢ w opisie systematycznego oszczgdzania oraz schematéw
sptaty dtugu.

Kapitat rozpatrujemy jako funkcj¢ ciaglej zmiennej czasowe;j ¢, t€ R; R ozna-
cza zbidr liczb rzeczywistych, to jest R = (— oo, + o). Warto$¢ kapitalu K w momen-
cie  bedziemy oznaczali K(r) Zakladamy, ze znana jest warto$¢ kapitalu w momen-
cie 1o, K(1), oraz ze K(t) > 0. W celu aktualizacji kapitalu na dowolny moment ¢
poOZniejszy niz to (t > to), wykorzystamy model oprocentowania skladanego (por.
wzor (11)), a na moment wczesniejszy niz fo (f < t), model dyskontowania sklada-
nego (por. wzor (17)). Zaktualizowang wartos$¢ kapitatu K(#) na dowolny moment
te R mozna zapisa¢ jednym wzorem:

K(r)=K(,)0+if™

Dla stopy bazowej i >—1, i # 0'%, funkcja K(¥) jest funkcja wykladnicza czasu :
rosngca dla i > 0, a malejaca dla i € (-1, 0).

W teorii wartosci kapitatu w czasie na ogét przyjmuje si¢, ze bazowa stopa
procentowa przyjmuje wartosci dodatnie, co jest odzwierciedleniem przekonania,
ze ,,1000 zlotych dzisiaj jest wiecej warte niz 1000 ztotych otrzymanych za rok™.
K. Jajuga!’ wymienia kilka podstawowych powodéw uzasadniajacych to podejscie:
spadek sity nabywczej pieniadza w wyniku inflacji, mozliwos$¢é inwestowania, wyste-
powanie ryzyka oraz przedktadanie biezacej konsumpcji nad przysztg konsumpcje.

W $wietle deflacji, niskich lub ujemnych rynkowych stép procentowych,
niepewno$ci na rynkach, nieprzewidywalnych kurséw walut, konfliktéw zbrojnych
itp. zatozenie, ze 1000 zt otrzymanych dzisiaj ma wigkszg warto$¢ niz 1000 zt
otrzymanych za rok, przestaje by¢ oczywiste, dlatego tez w tej czgsci rozwazan
pozostawilismy stabsze zalozenie dotyczace bazowej stopy procentowej, to jest

i>-1,i#0.

Zasada ré6wnowaznoSci kapitatéw

Zasada rbwnowaznosci kapitatéw jest jedng z najwazniejszych zasad mate-
matyki finansowej. Sformutowana jest w nastgpujacy sposéb: kapitaty K*, K® s3

13 Poglebione informacje znajduja sie np. w ksigzce Podgérska M., Klimkowska J., op. cit.,
s. 120-151.

16 Dia i = 0 funkcja K(7) jest funkcja stala.

17 Jajuga K., Jajuga T., Inwestycje, Wydawnictwo Naukowe PWN, Warszawa 2006, s. 80.
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rébwnowazne, jesli ich wartosci zaktualizowane na jakikolwiek moment ¢ € R s3
sobie réwne.

Rozszerzeniem tej zasady jest zasada réwnowaznosci kapitatu i ciggu kapi-
taléw: méwimy, ze kapital K jest rownowazny ciggowi kapitatow (M), j =1, 2,...,n,
jezeli w dowolnym momencie ¢ € R suma zaktualizowanych wartosci kapitatow
(M) jest réwna zaktualizowanej wartosci kapitatu X, to jest w dowolnym momen-
cie ¢ speiniona jest rowno$¢:

K@= M) (18)

12.3. Systematyczne oszczedzanie

Ciag ptatnodci dokonywanych w regularnych, rownych odstepach czasu
(okresy bazowe) nazywa si¢ w matematyce finansowej renta. Momentem poczat-
kowym renty jest moment ¢ = 0, a momentem konicowym, koniec okresu, za ktéry
dokonano ostatniej ptatnosci. Renty moga sie rézni¢ wieloma charakterystykami,
na przykiad czestotliwoscig oraz wartoscia poszczegélnych platnosci, stopg pro-
centowa okresu bazowego, terminem dokonywania platnosci (poczatek lub koniec
okresu bazowego) itp. Teoria rent stanowi odr¢bny, wazny dzial matematyki finan-
sowej, gdyz z zagadnieniami zwigzanymi z rentami czgsto spotykamy si¢ w prak-
tyce. Przykladem renty mogag by¢ wyplaty comiesi¢cznej pensji, placenie czynszu
za wynajem mieszkania, dokonywanie oplat za przedszkole dziecka, systema-
tyczne oszczgdzanie itp. W rozdziale ograniczymy sie do przedstawienia niektd-
rych kwestii zwigzanych z systematycznym oszczedzaniem.

Koniecznos$é systematycznego oszczgdzania, budowania ,,poduszki finanso-
wej”, jest jedng z podstawowych regut finanséw osobistych. Reguta ta znana jest
tez pod nazwg ,,Zapta¢ najpierw sobie”, co oznacza, ze po otrzymaniu pensji
w pierwszej kolejnosci odktadamy okre$long kwote na rachunek oszczedno$ciowy,
a dopiero potem optacamy wszystkie swoje rachunki i inne zobowigzania.

Zalézmy, ze na rachunek oszczednosciowy wplacamy systematycznie,
w regularnych odstgpach czasu kwotg V. Kwoty s3 wplacane na poczgtku kazdego
z n okreséw bazowych, odsetki sa kapitalizowane na koncu kazdego okresu przy
stopie bazowej réwnej i, i > 0. Pierwsza wplata ,,pracuje” przez n okreséw i, zgod-
nie z zasadg oprocentowania zlozonego, jej warto$¢ koncowa wyniesie ¥ (1 + i),
druga wplata ,,pracuje” przez (n — 1) okres6w, zatem jej wartos¢ koficowa wynie-
sie ¥ (1 + i)y, itd. Ostatnia wplata, wniesiona na poczatek n-tego okresu, bedzie
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miata warto$¢ koncowg V (1 + i). Zatem warto$¢ koncowa F wszystkich platnosci,
ktore zostaty wplacone w ciggu catego okresu oszcz¢dzania, wyraza si¢ wzorem:

n-1 nj n-1 )

F=Yv+i) =v+iyd (1+i) (19)
J=0 =0 .

Warto$¢ koficowa F jest sumg wszystkich platnosci zaktualizowanych na
moment # i jest tym wigksza im wigksza jest systematyczna wptata V, im dluzszy
jest okres oszczedzania oraz im wyzsze jest oprocentowanie rachunku oszcz¢dno-
Sciowego.

Warto$é poczatkowa P wszystkich platnosci (sum¢ wszystkich platnosci
zaktualizowanych na moment ¢ = 0) obliczamy ze wzoru:

P=Sv(+i) 20)

J

Dla i # 0 wzory (19), (20) mozna zapisa¢ w rownowaznej postaci'®:

F= V(l+i)-(1+—iz"——l Q1

P= V(1+i)-1_(1:—i)—" (22)

Systematyczne oszczedzanie na emeryture

Prognozy co do ksztaltowania si¢ wysokosci przysztych emerytur nie s3 op-
tymistyczne. Wskaznik zastapienia, czyli relacja przecietnej emerytury do przecigt-
nego miesiecznego wynagrodzenia, ktéry w 2012 roku ksztaltowat si¢ w Polsce na
poziomie 48,8% (w ujeciu brutto)'®, moze — wedlug prognoz Komisji Europej-
skiej®® — w 2060 r. spa$¢ do poziomu 22%, co oznacza, ze pierwsza emerytura
bedzie warta jedynie jedna pigta ostatniego wynagrodzenia. Jednoczesnie z badan
Fundacji Kronenberga wynika, ze tylko 16% Polakéw oszcz¢dza z my$la o emery-

18 Wykorzystujac wzor na sume pierwszych n wyrazéw ciagu geometrycznego o pierwszym
wyrazie a1 = 1 iilorazie ¢ = (1 + i)™! przy zatozeniu i # 0

19 Gross pension replacement rates (indicator).OECD (2015), https:/data.oecd.org/pension/
gross-pension-replacement-rates.htm, dostep: 3.07.2015°

20 The 2012 Ageing Report Economic and budgetary projections for the 27 EU Member States
(2010-2060) European Economy 2/2012, s. 129, http://ec.europa.eu/economy _finance/publications/
european_economy/2012/pdf/ee-2012-2_en.pdf, dostgp: 3.07.2015.


https://data.oecd.org/pension/
http://ec.europa.eu/economy_finance/publications/
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turze?'. Tymczasem regularne odkladanie nawet niewielkich kwot w perspektywie
kilkudziesigciu lat moze przynie$¢ znaczace oszczgdnosci.

Przyklady 12, 13 obrazujg zwigzek migdzy wysokoscig prywatnej emerytury
a dlugoscia okresu oszczgdzania oraz oprocentowaniem rachunku oszczednoscio-
wego.

Przykiad 12. Wplyw dlugosci okresu systematycznego oszczedzania
oraz oprocentowania rachunku na warto$¢
zgromadzonej kwoty

Pan Kowalski postanowit oszczedzaé na dodatkowa emeryture: na poczatku
kazdego miesigca wplaca 300 zt na rachunek oszcz¢dnosciowy. Jaka kwota bedzie
dysponowaé pan Kowalski w wieku 67 lat, jezeli zacznie oszczgdza¢ w wieku a) 30;
b) 40; ¢) 50; d) 60 lat zaktadajac rézne warianty oprocentowania rachunku oszczed-
nosciowego: 2% p.a.; 4% p.a. oraz 6% p.a. Obliczenia przeprowadzic bez uwzgled-
nienia oraz z uwzglednieniem podatku od zyskow kapitalowych.

Rozwiazanie:

Do obliczenia zgromadzonej kwoty bez uwzglednienia podatku od zyskow
kapitalowych skorzystamy ze wzoru (21), wyrazajac dtugos¢ okresu oszczgdzania
w miesigcach oraz stope oprocentowania i w skali miesigcznej. Uwzgle¢dnienie po-
datku od zyskéw kapitatowych — zakladajac, ze jest on odprowadzany co miesigc
— sprowadza si¢ do zastosowania we wzorze (21) stopy i* = 0,81 zamiast stopy i,
gdyz podatek od zyskéw kapitalowych, nazywany popularnie podatkiem Belki,
wynosi w Polsce 19%.

Przykladowo, gdy pan Kowalski rozpocznie oszcz¢dzanie w wieku 30 lat,
okres oszczg¢dzania wyniesie 37 lat, czyli 444 miesiace. Przy oprocentowaniu ra-
chunku oszczedno$ciowego w wysokosci 6% p.a. (0,5% w skali miesi¢cznej) ze-
brana na koniec okresu kwota wyniostaby:

) (1+0,005)* —1
0,005

Uwzgledniajac podatek od zyskow kapitalowych, kwota zgromadzona na
koniec okresu oszczedzania bytaby réwna:

F=v(+ i)(l—+?_r—_l =300(1+ 0,005 =491 839,39zt
1

o s
F=v(+ i‘)£1_+l_.)'—_1=300(1 +0,005-0,81) (1+0,005-0,81)* -1

=373125,62 zt
i 0,005-0,81

21 Postawy Polakéw wobec oszczedzania, raport Fundacji Kronenberga przy Citi Handlowy,
PBS, pazdziernik 2014, http://www.citibank.pl/poland/kronenberg/polish/files/fk_oszcz_2014.pdf,
dostep: 3.07.2015.


http://www.citibank.pl/poland/kronenberg/polish/files/fk_oszcz_2014.pdf
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Rozwigzanie dla wszystkich wymienionych w zadaniu wariantéw (po zaokra-
gleniu do petnych ztotych) przedstawia tabela 12.4.

Tabela 12.4. Zgromadzona kwota oszczednosci [z4]

Oprocentowanie rachunku oszczednoScionego

[{'.s‘?é'zécédg‘;rnﬁ“ 26pa 4%pa. %6pa
wiatach bez . bez . bez .
podatku  podatkiem podatku  podatkiem  podatku  podatkiem
37 197364 182533 305408 57447 491839  3731%
27 128%7 12191 175 127 15482 243174 201 146
7 7290 70498 87 740 8L 1™ 106 499 %259
7 27070 26 701 29 123 28320 31 378 0067

Zrédto: opracowanie wiasne.

Przykiad 13. Wplyw dtugosci okresu oszczedzania oraz oprocentowania
rachunku na wysokos$¢ prywatnej emerytury

Na podstawie danych w tabeli 12.4. okresli¢, najakg dodatkowg emeryture
bedzie mégt sobie pozwoli¢ pan Kowalski w kazdym z rozpatrywanych wariantow,
przy zatozeniu pobierania emerytury do 90. roku zycia oraz obowigzku odprowa-
dzania podatku od zyskow kapitatowych.

Rozwigzanie:

Zgromadzone oszczednosci traktujemy teraz jako warto$¢ poczatkowa ciggu
wyptat o statej wysokosci V. Warto$¢ V wyznaczymy ze wzoru (22), zastepujac
stope i stopg /*

V= (23)
(i+ri(i-(i+>T)

Przyktadowo, gdy pan Kowalski bedzie oszczedzac przez 37 lat, na rachunku
oprocentowanym 4% w skali rocznej zgromadzi kwote 257 447 zt (z uwzglednie-
niem podatku od zyskéw kapitatowych). Oznacza to, ze do 90 roku zycia (przez 23
lata, czyli 276 miesiecy) bedzie mogt sobie wyptaca¢ prywatng miesieczng emery-
ture w wysokosci 1321 zt. Zostata ona obliczona ze wzoru (23) dla P = 257 447

zt,  =0,81m— - 0,27%, n = 276:
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V= 257 447 -0,0027
(1 + 0,0027) . (1 - (1 + 0,0027)-276 )

=1321z

Warto$é miesiecznych wyplat (zaokraglonych do peinych zlotych) w kaz-
dym z rozpatrywanych przypadkéw przedstawia tabela 12.5.

Tabela 12.5. Miesieczne wyptaty srodkéw zgromadzonych na emeryture {zt]

Dlugosé okresu oszczedzania Oprocentowanie rachunku oszczedno$ciowego

: w latach 2% p.a. 4% paa. 6% p-a.
37 792 1321 2239
27 529 798 1207
17 306 419 72
; 116 145 180

Zrédto: opracowanie wiasne.

12.4. Sptata diugu

Bedziemy si¢ opieraé na koncepcji ratalnej splaty dlugu, szczegélowo opi-
sanej na przyktad w podreczniku M. Podgérskiej oraz J. Klimkowskiej??, ktéra
traktuje udzielenie kredytu lub pozyczki jako szczegdlny przypadek inwestycji
finansowej, w ktorej inwestorem jest strona udzielajaca kredytu lub pozyczki, a raty
sptaty dlugu stanowig ciag zwrotéw z tej inwestycji, co pozwala zastosowac do
analizy sptat dtugu ogélne pojecia i metody stuzace do analizy inwestycji finanso-
wych: model oprocentowania sktadanego, model wartosci kapitatu w czasie, zasade
réwnowaznosci kapitatéw itd.

Dtugiem nazywamy kapitat Sy, przekazany przez wierzyciela w momencie 0
dtuznikowi. Przyjmijmy nastgpujace zalozenia:

— Dluznik sptaca dlug w » ratach R;, R; > 0, w réwno oddalonych momentach
cmschhj =1,2,...,H.

— Okresy miedzy kolejnymi momentami j =0, 1, 2,..., » nazywamy okresami
bazowymi.

— Raty R;dlaj = 1, 2,..., n obejmujg zwrot pozyczonego kapitalu wraz z nali-
czonymi odsetkami, ale nie obejmuja zadnych innych opfat.

— Stopa okresu bazowego jest réwna i; i > 0.

2 podgérska M., Klimkowska J., op. cit., s. 183-223.
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Dalsze rozwazania przeprowadzimy przy zatozeniu dodatniej stopy procen-
towej okresu bazowego. Zalozenie o ujemnej stopie bazowej w calym okresie ob-
owigzywania umowy oznacza, ze dluznik oddaje mniej, niz pozyczyt.

Opinie w sprawie stosowania ujemnego oprocentowania pozyczki lub kre-
dytu sg zréznicowane: wedlug niektdrych, stosowanie ujemnego oprocentowanie
nie jest mozliwe, gdyz zgodnie z definicja umowy kredytowej?, kredytobiorca zo-
bowigzany jest do zwrotu kwoty wykorzystanego kredytu wraz z odsetkami, co
oznacza, ze kredytobiorca ponosi koszty w postaci odsetek. Definicja pozyczki?*
za$ nie przewiduje oddania kwoty mniejszej od pozyczonej. Wedlug innych opi-

i#, stosowanie ujemnych stép do obliczania pojedynczych rat kredytu nie jest
sprzeczne z prawem bankowym, pod warunkiem, ze kwota catkowitej splaty kre-
dytu bedzie rowna kwocie wyplaconego kredytu powigkszonej o odsetki.

Z problemem uwzgledniania ujemnej stawki Libor oraz ujemnego oprocen-
towania w naliczaniu odsetek musialy si¢ zmierzy¢ banki w Polsce, ktére udzielaly
mieszkaniowych kredytéw hipotecznych w CHF o zmiennym oprocentowaniu
opartym na formule ,,Libor + marza” — syntetyczng informacj¢ o sposobie podejscia
do tego problemu przez poszczegodlne banki publikuje na swoich stronach interne-
towych Urzad Ochrony Konkurencji i Konsumentow?,

Zasada réwnowaznos$ci dlugu i rat

W analizie schematdw sptat dlugu wazna role odgrywa zasada réwnowazno-
$ci dtugu i sptat (por. wzér (18)): diug o wartosci So w momencie 0 jest rGwnowazny
ciggowi rat o wartosci R; platnych w momentach j = 1, 2,..., n, jesli kapitaly prze-
kazane przez wierzyciela i dtuznika sg réwnowazne. Aktualizujac warto$¢ dtugu
i rat na moment j, j = 0, 1, 2,..., n, otrzymujemy warunek réwnowaznosci dlugu
i rat w postaci:

(1+i) ZR 1+i)" (24)

m=]

Dla momentu poczatkowego j = 0 wzor (24) przybiera postac:

S, = Z R(1+i)" (25)

23 Ustawa z dnia 29 sierpnia 1997 r., Prawo bankowe, Dz.U. 1997 Nr 140, poz. 939, art. 69.1.
24 Ustawa z dnia 23 kwietnia 1964 r., Kodeks cywilny, Dz.U. 1964 Nr 16, poz. 93, art. 720, § 1.
%5 Korpalski M., Co z tym Libor, http:/law24.pl/1292rzeczpospolita-tym-libor/, dostep 24.04.2015.
% Zestawienie informacji o warunkach splaty kredytéw hipotecznych wyrazonych w CHF
(30.03.2015-03.04.2015), https://uokik.gov.pl/aktualnosci.php?news_id=11578, dostep: 24.04.2015.


http://law24.pl/1292rzeczpospolita-tym-libor/
https://uokik.gov.pl/aktualnosci.php?news_id=11578
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Schemat splaty dtugu

Zaréwno z punktu widzenia dhuznika, jak i wierzyciela, wazna jest informa-
cja o dtugu biezacym S; w momencie j (warto$é kapitatu pozostajacego do splaty
po zaptaceniu raty R;) oraz o warto$ci i strukturze j-tej raty R;, j = 1, 2,..., n. Dlug
biezacy w momencie 0 jest rGwny So, a w momencie 7, czyli po zaplaceniu ostatniej
raty, jest réwny 0.

Przy zalozeniu rownowaznosci dlugu i splat, dlug biezacy w momencie j,
j=0,1,2,...n wyraza si¢ wzorem:

= 2 R (1+i)™

m=j+1

W momentach j = 1, 2,..., n wzdr na dtug biezacy mozna zapisa¢ w rdwno-
waznej postaci:

§j=S8a(1+)-R;
skad
R = (S -8 +iSn

gdzie iloczyn i S;-1 wyraza odsetki O; nalezne za j-ty okres bazowy. Oznaczajac
przez U; réznice Si1 — Sj, otrzymujemy dekompozycj¢ raty na czes$¢ kapitalowa
oraz na cz¢s$¢ odsetkowg:

R=U+0

Zestawienie zawierajace informacje o wartosci poczatkowej dlugu, dtugu
biezacym i racie w podziale na cz¢$¢ kapitalows oraz odsetkowa w dowolnym mo-
mencie j = 1, 2,..., n nazywa si¢ schematem lub harmonogramem splaty dlugu.
Opiszemy dwie najbardziej popularne formy splat dlugu: splata ratami o stalej czg¢sci
kapitatowej oraz sptata ratami annultetowyml Oba te schematy spetniaja warunek
réwnowaznosci dtugu i rat.

Splata dlugu ratami o statej czesci kapitalowej

Rozwazamy splate dugu, ktrego warto$é w momencie t = 0 wynosi So. Ciag
rat R;,j = 1, 2,..., n nazywa si¢ ciggiem rat o stalej czeéci kapitalowej?’, jezeli cz¢sé
kapitalowa raty R; dla kazdego j wyraza si¢ wzorem:

27 W praktyce dla tego typu kredytéw uzywana jest czesto nazwa ,kredyt o malejacych ra-
tach”. Jest to nazwa nieprecyzyjna, gdyz po pierwsze istnieje wiele innych schematéw splat z male-
jacvmi ratami, a po drugie, odnosi si¢ wylacznie do sytuacji , gdy w calym okresie kredytowania
obowigzuje stata, dodatnia stopa procentowa i.
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U =U= (26)
n
oraz
Rj =U+ OJ (27)

Przy splacie dtugu ratami o stalej czesci kapitatowej dtug biezaty po sptacie
kolejnej raty zmniejsza si¢ o stalg wielkodé, réwng n-tej czesci dlugu poczatko-
wego, zatem warto$é dtugu biezacego w momencie j, j = 0, 1, 2,..., n, jest dana
wzorem

S =8-jU (28)

Czes¢ odsetkowa raty j-tej raty wyraza si¢ wzorem:
Oi=(n—j+1)Ui (29)

Latwo sprawdzié, ze dla i > 0 ciag wartosci odsetek (O;) jest malejacym ciggiem
arytmetycznym o pierwszym wyrazie So / oraz r6znicy — U i. Poniewaz cz¢$¢ kapi-
tatlowa raty jest stala, ciag wartoéci rat (R;) jest rOwniez malejagcym ciagiem aryt-
metycznym o pierwszym wyrazie U + Sy i oraz réznicy — U i. Zatem, przy splacie
kredytu ratami o statej czesci kapitalowej, najwigksze obcigzenia ratami kredytu
kredytobiorca ponosi w poczgtkowym okresie kredytowania. Pierwsze raty s istot-
nie wyzsze niz raty w ostatnim okresie kredytowania, gdyz czg¢$¢ odsetkowa raty
jest w kazdej kolejnej racie mniejsza od poprzedniej. Roznice w ratach sg szczegdlnie
widoczne dla dtugiego okresu kredytowania oraz dla wyzszych st6p procentowych.

Przyklad 14. Splata kredytu ratami o stalej cze$ci kapitalowej

Kredyt w wysokosci 12 000 zt bedzie sptacany szeScioma miesigcznymi ratami
o statej czesci kapitalowej. Sporzadzi¢ harmonogram sptat kredytu, jesli oprocen-
towanie jest state w trakcie obowigzywania umowy i wynosi 24% p.a. (tabela 12.6.).

Rozwigzanie:
Tabela 12.6. Harmonogram splat kredytu - raty o statej czesci kapitalowej [z1]
J S U; 0 R S
1 12 000 2000 240 2240 10 000
2 10 000 2 000 200 2200 8 000
3 8 000 2 000 160 2160 6 000
4 6 000 2 000 120 2120 4 000
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5 4000 2000 80 2080 2 000
6 2000 2000 40 2 040 0
Ogolem 12000 840 12840

Zrédio: opracowanie wiasne.
Czes¢ kapitatowa raty U obliczono ze wzoru (26):

12000 =2000 z

Do obliczenia dtugu biezacego Sj wykorzystano wzor (28). Przyktadowo, diug
biezacy po splacie pierwszej raty wynosi Si = So- U= 12 000 - 2 000 = 10 000 zt.

Odsetki obliczane sg od kapitatu pozostajacego do sptacenia (por. wzor (29)),
przy wykorzystaniu stopy procentowej okresu bazowego i w wysokosci 2% (kredyt

splacany jest miesiecznie, zatem i- -j~—= 2% ). Przykfadowo cze$¢ odsetkowa
pierwszej raty Oi zostata obliczonajako 2% od kwoty 12 000 zt, Chjako 2% od 10 000

z4, itd. Raty kredytu /2, sg sumg czesci odsetkowej O, oraz czesci kapitatowej U.

Sptata dtugu ratami annuitetowymi

W przypadku rat annuitetowych dtug o wartosci So w momencie t =0 jest
splacany ratami o statej wartosci:

Rj=Rdla/'- 1,2, .... «
Warunek réwnowaznosci dtugu i rat (wzor (25)), dla momentu poczatko-
wegoy = 0 przybiera postac:

S0= R A{I +i)-m (30)

Po prawej stronie wzoru (30) wystepuje suma pierwszych n wyrazéw ciggu
geometrycznego o poczatkowym wyrazie a\ = (1 +i)'li o ilorazieq=(1 + i) ". Po
zastosowaniu wzoru na sume pierwszych n wyrazdw ciggu geometrycznego, So
mozna wyrazi¢ jako (dlai 1 0):

- R 1-(1/+ /-

SU



Stad otrzymujemy wzor na rat¢ annuitetowa:

S, i
R= ——0% 31
1-(1+i)”" G1)
Mozna pokazaé, ze dlug biezacy Sjdlaj =0, 1, 2,..., n, wyraza'si¢ wzorem:

S, =S, [(1+i)’ - w] (32)

1-(1+4)”

oraz Ze cigg wartosci czesci kapitatowej raty (U)), j = 1, 2,..., n jest ciagiem geo-
metrycznym o ilorazie (1 + i), oraz o pierwszym wyrazie U; = R — Ky i.

Warto$¢ raty jest stata w calym okresie kredytowania, ale jej struktura zmie-
nia si¢ w czasie: cze$¢ kapitalowa jest wigksza w kazdej kolejnej racie, natomiast
zmniejsza sie cze$é odsetkowa raty (przy zalozeniu dodatniej stopy procentowej
okresu bazowego).

Przyklad 15. Spiata kredytu ratami annuitetowymi

Kredyt o wartoéci 12 000 zt bedzie sptacany szescioma miesi¢cznymi ratami
annuitetowymi. Sporzadzi¢ harmonogram splat kredytu, jesli oprocentowanie kre-
dytu jest state w trakcie obowigzywania umowy i wynosi 24% p.a.

Rozwiazanie:

Sporzadzanie harmonogramu zaczynamy od obliczenia wartosci raty annui-
tetowej. Kredyt jest sptacany miesigcznie, zatem stopa oprocentowania okresu ba-

0
Zowego wynosi i = % = 2% . Stosujac wzdr (31), otrzymujemy wartosc raty:

S, i 12000 -0,02

= =2142312
1-(+i)" 1-(1+0,02)° “

R =

Wypelnianie tabeli, okre$lajacej harmonogram splat kredytu, zaczynamy od
pierwszego wiersza. Poniewaz wszystkie raty s rowne, Ry = 2142,31 zl. Czgs¢
odsetkowg pierwszej raty O, obliczamy jako 2% od kwoty 12 000 zl, co jest réwne
240 zk. Cz¢$¢ kapitalows pierwszej raty U, otrzymujemy po odjgciu cz¢sci odset-
kowej O od raty annuitetowej: 2142,31 — 240 = 1902,31 zt. Dlug biezacy Si po
zaplaceniu pierwszej raty wynosi 12 000 — 1902,31 = 10 097,69 zi. Nast¢pnie wy-
pelniamy w analogiczny spos6b drugi wiersz tabeli. Druga rata R; jest réwna
214231 zt. Czeé¢ odsetkowg drugiej raty O, obliczamy jako 2% od 10 097,69 zi,
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co jest rdwne 201,95 zt. Cze$¢ kapitatowa Uj jest rowna 2142,31 - 201,95 =
1940.36 zt, a diug biezacy Si po zaptaceniu drugiej raty wynosi 10 097,69 -
1940.36 = 8157,33 zt. Procedure powtarzamy az do ostatniej sptaty. Caty harmo-
nogram splat kredytu przedstawiony jest w tabeli 12.7.

Tabela 12.7. Harmonogram sptat kredytu - raty annuitetowe [z4]

i g1 u, Q R S,

1 12 000,00 1902,31 240,00 2 142,31 10 097,69
2 10 097,69 1940,36 201,95 2 142,31 8 157,33
3 8 157,33 1979,16 163,15 2 142,31 6 178,17
4 6 178,17 2 018,75 123,56 2 14231 4 159,42
5 4 159,42 2 059,12 83,19 2 142,31 2 100,30
6 2 100,30 2 100,30 42,01 2 14231 0,00
Ogotem 200000  83% 1285386

Zrédio: opracowanie wiasne.

Pordwnanie sptat kredytu ratami o statej czesci kapitatowej
i ratami annuitetowymi

Oméwimy wybrane cechy charakterystyczne dla obu schematéw sptat, za-
ktadajac, ze kwota kredytu, okres kredytowania, czestotliwo$¢ sptat oraz wysokos¢
stopy procentowej sg takie same w obu przypadkach oraz ze S0> 0, i>0,n> 1
Z wiasnosci tych powinien sobie zdawac sprawe w szczegolnosci kredytobiorca
zaciggajacy kredyt dtugoterminowy, dlatego zilustrujemy je na przyktadach dtugo-
terminowych kredytdw mieszkaniowych.

Wzory okreslajace wartos$é poszczeg6lnych rat

Dla kredytu sptacanego ratami o statej czesci kapitatowej, wzory okreslajgce
wartosci poszczegélnych rat (wzory (27), (29)) oraz dtugu biezacego (wzor (28))
sg proste i intuicyjne, wiadomo ,,skad sie one wziety”. Nawet klient niezbyt bie-
gly w matematyce finansowej rozumie, jak jest obliczona cze$¢ kapitatowa raty
ijak sg naliczane odsetki. Kredytobiorca moze tatwo w kazdej chwili obliczyé, ile
jeszcze kapitatu pozostato do sptacenia. Wz6r (31) na rate annuitetowg oraz wzor
(32) na diug biezacy sa bardziej skomplikowane i do ich zrozumienia potrzebna
jest znajomos$é podstawowych koncepcji wartosci kapitatu w czasie, takich jak ak-
tualizacja wartosci kapitatu oraz zasada rownowaznosci kapitatow.
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Warto$¢ pierwszej raty

Pierwsza rata dla kredytu sptacanego ratami annuitetowymi jest zawsze niz-
sza niz dla kredytu sptacanego ratami o stalej czesci kapitatowej. Fakt ten ma szcze-
golne znaczenie, gdyz pierwsza rata jest wykorzystywana przez banki do okres$lania
zdolnosci kredytowej klienta, zatem spfata kredytu ratami annuitetowymi na ogét
zwieksza zdolno$¢ kredytowg przysziego kredytobiorcy. W tabeli 12.8. pokazano
warto$¢ pierwszej raty, zaokraglong do petnych ztotych, w obu schematach sptat
dla kredytu o warto$ci 300 000 zt splacanego miesiecznie, dla kilku wariantow
oprocentowania oraz okresu kredytowania. Rdznice sg tym wieksze, im wieksze
jest oprocentowanie kredytu oraz im krétszy jest okres kredytowania.

Tabela 12.8. Warto$¢ pierwszej raty [w zi] dla kredytu o wartosci 300 000 zt

Oprocentowanie kredytu pa
4% 8% 12%
Okres > P >
. . stata cze&t : stata cze . stata cze&¢
kredytowania  annuitet . annuitet . annuitet .
e%tatach kapitatowa kapitatowa kapitatowa
30 1432 1833 2201 2833 3086 3 833
25 1584 2 000 2315 3000 3160 4 000
20 1818 2250 2 509 3 250 3303 4 250

Zrodio: opracowanie wiasne.

taczna kwota odsetek

Odsetki stanowig najistotniejszg cze$¢ kosztu kredytu diugoterminowego.
Cho¢ zgodnie z zasadami matematyki finansowej nie powinno sie sumowa¢ kwot
z roznych momentéw czasowych, w praktyce koszt kredytu jest czesto okreslany
jako zwykta suma odsetek. Jest to np. standardowa informacja, ktora klient otrzy-
muje, gdy korzysta z kalkulatorow kredytowych dostepnych na réznych portalach
finansowych.

W tabeli 12.9. przedstawiono tgczng kwote odsetek, zaokraglong do petnych
ztotych, dla kredytu o warto$ci 300 000 zt sptacanego miesiecznie dla obu schema-
tow sptat. Uwzgledniono kilka wariantéw oprocentowania kredytu oraz okresu kre-
dytowania.
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Tabela 12.9. tgczna warto$¢ odsetek (w zt) dla kredytu o wartosci 300 000 z
Oprocentowanie kredytu pa

4% 8% 12%

Okres B - )
- : stata czes¢ . stata cze&¢ _ stal 6
r‘;r:?lvylt;\;\g anuitet | oiiona AUl ponioiong AUl o

30 215 609 180 500 492 466 361 000 810 902 541 500
25 175 053 150 500 394 635 301 000 647 902 451 500
20 136 306 120 500 302 237 241 000 492 782 361 500

Zrédio: opracowanie wihasne.

taczna kwota odsetek przy splacie kredytu ratami annuitetowymi jest wyz-
sza, niz w przypadku sptat kredytu ratami o statej czesci kapitatowej. Rdznice sg
tym wieksze, im wyzsze jest oprocentowanie kredytu oraz im dtuzszy okres kredy-
towania.

Czesé kapitatowa raty

Z poprzednich rozwazan wiemy, ze przy sptacie dtugu ratami annuitetowymi,
czes$¢ kapitatowa jest w kazdej nastepnej racie( 1+ i) razy wieksza niz w poprzed-
niej, a przy sptacie dtugu ratami o stalej czesci kapitatowej -jak sama nazwa wska-
zuje - cze$¢ kapitatowa w kazdej racie jest stata. Dekompozycje rat na cze$¢ kapi-
tatowg i odsetkowg na przykiadzie 30-letniego kredytu o warto$ci 300 000 zt
i oprocentowaniu 8% p.a., sptacanego miesiecznymi ratami przedstawiono na ry-
sunku 12.1. oraz rysunku 12.2.

Dla kredytu sptacanego ratami annuitetowymi, warto$¢ raty jest w catym
okresie kredytowania stata, rowna 2201,29 zt. Udziat czesci kapitatowej zwieksza
sie w kazdej kolejnej racie. Najwiecej kapitatu kredytobiorca sptaca w ostatnim
okresie obowigzywania umowy kredytowej. W pierwszej racie kredytobiorca

splaci 201,29 zt kapitatu, w kazdej kolejnej racie 1. ,0’1(;8” razy wiecej. W ostat-

niej racie cze$¢ kapitatowa raty wyniesie 2186,72 zt. Dla kredytu sptacanego
w ratach o stalej czesci kapitatowej pierwsza rata wynosi 2833,33 zi, z czego kapi-
tat wynosi 833,33 zt. W kazdej nastepnej racie czes¢ kapitatowa wynosi tyle samo,
a odsetki w kazdej kolejnej racie sa coraz mniejsze. W pierwszej racie zaptacimy
2000 zt odsetek, a w ostatniej 5,56 zk.
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Rysunek 12.1. Dekompozycja rat na cze$¢ kapitatowaq (i/;) oraz odsetkowa [Q)
dla kredytu sptacanego ratami annuitetowymi

Zrédto: opracowanie wiasne.

Rysunek 12.2. Dekompozycja rat na cze$¢ kapitatowa (BA oraz odsetkowa (Q)
dla kredytu sptacanego ratami o statej czesci kapitatowej

E 3000
2500
2000
1500
1000

500

Zrodto: opracowanie whasne.
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Stosunek dtugu biezgcego do kwoty kapitatu poczatkowego

Dla kredytobiorcy jest wazna szybkos$¢ sptacania dtugu Ko. W tym celu zba-

damy stosunek dtugu biezacego do dtugu poczatkowego — - jako funkcje czasu
Ko

dla obu schematéw sptat kredytu. W dowolnym momenciej =0,1,2,...,« stosunek
ten nie zalezy od wartosci dtugu poczatkowego Ko. Dla obu sposobdw splat kredytu
w momenciej = 0 stosunek dlugu biezacego do dtugu poczatkowego jest rowny 1,
w momencie j —n jest rowny 0, a dlaj = 1,2,..., «-1 omawiany wskaznik jest
nizszy dla kredytu sptacanego ratami o statej czesci kapitatowej. Na rysunku 12.3

przedstawiono wykresy —- jako funkcji czasu dla kilku wartosci oprocentowa-
no

nia kredytu, na przyktadzie 30-letniego kredytu sptacanego miesiecznie.

Rysunek 12.3. Stosunek dtugu biezacego do kapitatu poczatkowego
jako funkcja czasu

— — stala cze$c
kapitatowa

Zrodio: opracowanie wiasne.
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K.
Linia przerywana jest wykresem funkcji K] dla kredytu o ratach ze statg

0

czescig kapitatowg (nie zalezy od stopy procentowej i), a linie ciaggle odpowiadaja
kredytom o ratach annuitetowych dla réznych wariantéw oprocentowania. Przy ra-
tach annuitetowych, czym wyzsze oprocentowanie kredytu, tym pdZniej jest spla-
cana okreslona czgs$¢ kapitatu poczatkowego. Na przyktad, dla kredytu oprocento-
wanego w wysokosci 2% w skali rocznej, potowa pozyczonego kapitatu zostanie
sptacona po 17 latach, przy oprocentowaniu 6% po 21 latach, a przy oprocentowa-
niu 12% p.a. dopiero po 24 latach. Tempo zmniejszania si¢ dtugu jest wazne nie
tylko z punktu widzenia samopoczucia kredytobiorcy, ale przektada si¢ na kon-
kretne skutki finansowe, przyktadowo, przy sprzedazy mieszkania przed sptatg ca-
tego zadtuzenia czy wczesniejszej splaty kredytu. Gdyby kredytobiorca cheiat spla-
cié kredyt o wartosci 300 000 zt wczeéniej, na przyktad po 20 latach, przy opro-
centowaniu 2% w skali rocznej miatby do sptacenia 40% poczatkowej kwoty kre-
dytu, to jest 120 000 zt, a przy oprocentowaniu 12% p.a., 72% kwoty poczatkowej,
to jest 216 000 zt. Przy kredycie sptacanym ratami o stalej czesci kapitalowej, po
20 latach kredytobiorca miatby do splacenia jedng trzecig kapitatu poczatkowego,
czyli 100 000 zi, niezaleznie od wysokosci stopy procentowej kredytu.

Na podstawie powyzszych rozwazan mozna sformutowa¢ kilka og6lnych za-
sad, ktore nalezy braé¢ pod uwagg przy doborze optymalnego wariantu dlugotermi-
nowego kredytu mieszkaniowego.

W przypadku sptat kredytu ratami o stalej czg¢sci kapitatowej, najwigksze
obcigzenia kredytobiorca ponosi w poczatkowym okresie kredytowania. Biorac
pod uwagg, ze kredyty dtugoterminowe zaciagaja gtéwnie osoby mtode, dla kto-
rych — ze wzgledu na ich sytuacje finansowa — wysoko$¢ raty jest nieraz najwaz-
niejszym kryterium przy wyborze schematu sptaty?, czesciej wybierane sg splaty
annuitetowe. Nalezy jednak pamietaé, ze w przypadku rat o statej czgsci kapitato-
wej, szybkos¢ splacania kapitatu jest wyzsza, a taczna suma odsetek nizsza niz w
przypadku rat annuitetowych.

Mimo ze oprocentowanie mieszkaniowego kredytu hipotecznego jest za-
zwyczaj nizsze niz dla innych rodzajéw kredytow, nie nalezy pozycza¢ srodkow
,»ha wszelki wypadek”, ale doktadnie tyle, ile jest niezbedne. Co si¢ tyczy okresu
kredytowania, powinno si¢ wziag¢ pod uwage nastepujace dwie zasady. Jezeli kre-
dytobiorcy zalezy na jak najmniejszej racie, to nalezy bra¢ kredyt na maksymalnie
dtugi okres. Wtedy znaczaco rosnie koszt kredytu, jak tez wydtuza sig okres, w ktorym
kredytobiorca narazony jest na rézne rodzaje ryzyka, ktére maja wptyw na jego
zdolno$¢ do sptacania kredytu (w przypadku zmiennego oprocentowania kredytu

28 Kredytobiorca nie zawsze ma mozliwosé wyboru schematu splaty kredytu — czgsto jest to
decyzja banku, wynikajaca z przyjetego sposobu oceny zdolnosci kredytowej klienta.
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ryzyko stopy procentowej, ryzyko walutowe dla kredytéw walutowych, ryzyko
utraty pracy, ryzyko zachorowania, ryzyko utraty wartosci nieruchomosci itp.). Je-
zeli kredytobiorca chce maksymalnie obnizy¢ koszt kredytu (zaptaci¢ jak najmniej
odsetek), nalezy bra¢ kredyt na mozliwie krotki okres. Taki wybor prowadzi do
zwiekszenia miesi¢gcznej raty i w zwigzku z tym, wzrost ryzyka utraty zdolnosci
kredytowej w przypadku zmniejszenia si¢ dochodéw lub w przypadku nieoczeki-
wanych wydatkow. Jezeli skrocenie okresu kredytowania doprowadzitoby do tego,
ze miesigczna rata jest wigksza niz 30% miesigcznych dochoddw, to nalezy raczej
wydtuzy¢ okres kredytowania.

Tak wigc wybdr schematu sptaty kredytu nie jest jednoznaczny. W podjeciu
decyzji pomaga wykonanie symulacji sptat kredytu (dla ré6znych kwot kredytu oraz
okreséw kredytowania) uwzgledniajacych rézne warianty zmian sytuacji rynkowej
oraz sytuacji zyciowo-finansowej kredytobiorcy.

Uwzglednienie zmiennego oprocentowania w kalkulacji rat

Zaktadamy, ze w okresach bazowychj =1, 2,..., n obowigzuja stopy procen-
towe i1, iz,..., in. W sytuacji, gdy stopy procentowe okreséw bazowych s3 zrozni-
cowane, ale znane w momencie udzielania kredytu, klient nie ponosi ryzyka stopy
procentowej. Najczesciej jednak stopy procentowe dla calego okresu kredytowania
nie sg znane, znany jest natomiast ,mechanizm” ich kalkulacji — wtedy klient po-
nosi ryzyko stopy procentowej. Z taka sytuacja mamy do czynienia na przyktad
wtedy, gdy podstawg do ustalania oprocentowania kredytéw jest rynkowa stopa
referencyjna (przyktadowo Wibor — dla kredytéw ztotowych, Libor lub Euroribor
dla kredytéw walutowych) powiekszona o marz¢ banku. Oznacza to na ogdl, ze
gdy rynkowe stopy rosng, oprocentowanie kredytéw rosnie, a gdy malejg, oprocen-
towanie kredytow spada. Mechanizmy aktualizacji oprocentowania kredytéw sto-
sowane przez banki sg r6zne: niektore banki ustalajg oprocentowanie raz na mie-
sigc, inne co kwartal, pot roku a nawet rok; niektore wykorzystuja aktualng stope
rynkowa, inne za$ $rednig. Marza banku moze by¢ stata w trakcie obowigzywania
umowy, lub zmieniana co pewien czas.

Zmienne oprocentowanie kredytu - raty o stalej czesci kapitalowej

Zmiany oprocentowania nie majg wplywu na czgs¢ kapitatowa raty U, ktéra
jest stata w trakcie obowigzywania umowy kredytowej. Odsetki sa liczone od ka-
pitalu pozostajgcego do splacenia wedtug stopy procentowej obowigzujgcej w da-
nym okresie bazowym. Przyktadowo, gdy w j-tym okresie bazowym obowigzuje
stopa i;, to odsetki za j-ty okres obliczamy wedlug wzoru (por. wzor (29)):

O=(n-j+1HUj (33)
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Zmieniajace si¢ oprocentowanie kredytu ma wplyw jedynie na czg¢$¢ odset-
kowa raty.

Zmienne oprocentowanie kredytu - raty annuitetowe

Postepowanie przy obliczaniu rat annuitetowych zalezy od tego, czy stopy
procentowe obowigzujace w poszczegdlnych okresach bazowych sg znane w mo-
mencie podpisywania umowy kredytowej, czy nie. Rozpatrzmy obie sytuacje:

a) Stopy procentowe i1, i,...i» S§ znane w momencie podpisywania umowy
kredytowe;j.

Wz6r na warto$¢ raty annuitetowej otrzymujemy z warunku réwnowaznosci

kapitahu i rat, ktéry dla zmiennych stép procentowych przedstawia si¢ naste-

pujaco:

_ 1 1 4ot !
S"_R{(ml) (1+4)(1+1,) (1+i1)(1+iz)"'(1+"n)]

Stad otrzymujemy wzor na rat¢ annuitetowa w postaci (zapisujac wyra-
zenie w nawiasie kwadratowym za pomocg symboli sumy oraz iloczynu):

S

d (34)

i[ﬁ(lﬂm)_l}

J=1| m=l

R=

gdzie i, oznacza stope¢ m-tego okresu bazowego, m = 1, 2,..., n. Tak wyzna-
czona warto$¢ raty obowigzuje w calym okresie kredytowania.

b) W momencie podpisywania umowy kredytowej nie jest znane ksztaltowanie
sie stop procentowych i1, i,...i» W catym okresie kredytowania.
Rate annuitetowg obliczamy przy zalozeniu, ze stopa procentowa pierwszego
okresu bazowego #; bedzie obowigzywata w calym okresie obowigzywania
umowy kredytowej, to jest wg wzoru (31):

S i
R= 0 *1
1-(1+i)"

Warto$¢ raty nie zmienia si¢ dopdty, dopoki nie zmienia si¢ oprocento-
wanie kredytu. Jezeli zmiana stopy procentowej dotyczy k-tego okresu, to
wartos¢é raty annuitetowej obliczana jest ,,od nowa”, dla kredytu o okresie
kredytowania rownemu n — k + 1 okreséw bazowych, wartosci poczatkowej
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S,., oraz stopie procentowej i, . Zatem nowa rat¢ annuitetowa R' oblicza
si¢ wedhug wzoru:
S/r—l ik

R'=
1= (144, )0

(35)

Proces ten powtarzamy tyle razy, ile razy zmieniane jest oprocentowanie kre-
dytu. Tak wiec przy oprocentowaniu zmiennym, na przyktad zaleznym od warun-
kéw rynkowych, raty annuitetowe sa tej samej wartosci tylko w okresach, w ktorych
nie zmienia si¢ oprocentowanie kredytu. Zmiana oprocentowania wptywa nie tylko
na warto$¢ raty ogétem, ale tez na strukture raty w podziale na cze$¢ odsetkows
i kapitalowa.

Przyklad 16. Kalkulacja raty annuitetowej przy zmiennych
stopach procentowych

Pétroczny kredyt w wysoko$ci 12 000 zt bedzie sptacany szescioma mie-
sigcznymi ratami annuitetowymi. Sporzadzi¢ harmonogram splat kredytu, jesli
oprocentowanie kredytu w pierwszych dwoch miesigcach obowigzywania umowy
wynosito 24% p.a., w nastgpnych dwoch miesigcach 20% p.a., a w ostatnich dwoch
miesigcach 16% p.a. oraz stopy procentowe

a) byly znane w momencie podpisywania umowy kredytowej,
b) zmienialy si¢ w trakcie okresu kredytowania w zaleznosci od zmian stop
rynkowych,

Rozwiazanie:

a) Harmonogram spfat kredytu przedstawia tabela 12.10.
Rata annuitetowa wynosi 2127,60 zt i zostata obliczona ze wzoru:

R= 2
1 + 1 + ...+ 1
(1+i1) (1+i1)(1+i2) (l+i1)(l+i2)"'(1+i6)
- S 24% . 20% .. 16%
gdzie S, =12000, 11:12=—1-2-—°-, L=I,= 120, Iy =1 = 120

Odsetki w j-tym okresie bazowym, j =1, 2,..., 6 obliczane sg wedtug wzoru
0,=38,_, i, Przyktadowo, odsetki za drugi okres bazowy zostaly obliczone jako:

0, =10 112,40 -Ql’—ziz 202,25 zt
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Tabela 12.10. Harmonogram sptat kredytu przy zmiennych stopach procentowych

znanych w momencie podpisywania umowy

1 2,0%
2 2,0%
3 1,7%
4 1,7%
5 1,3%
6 1,3%
Ogdlem

1
12 000,00
10 112,40
8 187,05
6 195,91
4 171,58
2 099,60

Zrédto: opracowanie wlasne.

y
1 887,60
1925,35
1991,15
2 024,33
2071,98
2 099,60
12 000,00

a

240,00
202,25
136,45
103,27
55,62

27,99

765,58

A S

2 127,60 10 112,40
2 127,60 8 187,05
2 127,60 6 195,91
2 127,60 4 171,58
2 127,60 2 099,60
2 127,60 0,00
1276558

b) Poniewaz oprocentowanie kredytu zmienia sie w trakcie okresu kredytowa-
nia w zaleznosci od zmian stdp rynkowych, sporzadzenie catego harmono-
gramu jest mozliwe ex post, czyli w momencie, kiedy znane jest juz ksztat-
towanie sie oprocentowania kredytu w catym okresie kredytowania. Harmo-
nogram sptat kredytu przedstawia tabela 12.11.

Tabela 12.11. Harmonogram sptat kredytu przy oprocentowaniu
zmieniajagcym sie w trakcie okresu kredytowania w zaleznosci
od zmian stép rynkowych

1
2
3
4
5
6

j )
2,0%
2,0%
17%
17%
1,3%
1,3%

Qydlem

Zrédto: opracowanie wiasne.

sze dwie raty przyjmuja wartosc:

1
12 000,00
10 097,69
8 157,33
6 168,28
4 146,08
2 086,77

u

1902,31
1940,36
1989,05
2 022,20
2 059,31
2 086,77
12 000,00

a

240,00
201,95
135,96
102,80
55,28

27,82

763,82

R S

2 14231 10 097,69
2 14231 8 157,33
2 125,01 6 168,28
2 125,01 4 146,08
2 114,59 2 086,77
2 114,59 0,00
1276382

Na poczatku obliczyliSmy rate annuitetowg przy zatozeniu, ze stopa 24% p.a.
bedzie obowigzywac w trakcie catego okresu kredytowania (wzér (31)). Stad pierw-
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12000. %24
R=R=——12 _214231 &

2
1- [1 + Qﬁij
12
Kiedy w wyniku zmian stép rynkowych oprocentowanie kredytu zmienia si¢
na 20% p.a., to obliczamy nowa rat¢ annuitetowg dla kredytu o wartosci 8157,33 zt

(dtug biezacy po sptaceniu drugiej raty) przy zatozeniu, ze takie oprocentowanie
bedzie obowigzywad do konica okresu kredytowania, czyli przez 4 miesigce. Stad

815733 %2
R=R=——"12_ 2212501 2t

4
1- (1 + Q’ZJ
12
Nastepna zmiana stép rynkowych, powodujaca obnizenie oprocentowania

kredytu do 16% p.a., pociaga za soba obliczenie nowej raty annuitetowej dla kre-
dytu o wartosci 4146,08 zf na okres dwoch miesiecy:

4146,08. 21
R=R=——"12__211459 2t
0,16

-1+
12

Uwzglednienie w okresach bazowych kalendarzowej liczby dni

Wszystkie dotychczasowe rozwazania dotyczace splaty dtugu zostaty prze-
prowadzone przy zalozeniu jednakowej dtugosci okreséw bazowych. W praktyce
przy obliczaniu rat kredytu najczesciej uwzglednia si¢ kalendarzows liczbe dni
w poszczegolnych okresach bazowych (np. w miesigcach), a wige okresy bazowe
nie muszg by¢ tej samej dugosci. Uwzglednienie rzeczywistej liczby dni we wzo-
rach (33), (34), (35) sprowadza si¢ do uzycia w nich stép bazowych obliczonych
wedtug wzoru:

-~

i =Fjr’ ,dla j=1,2,---,n
gdzie:

t; wyraza w dniach dlugo$¢ j-tego okresu bazowego, r; — oprocentowanie kredytu w j-tym
okresie bazowym, wyrazone w skali rocznej, T~ liczba dni w roku.
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12.5. Kredyty walutowe

Pod nazwa kredyt walutowy zazwyczaj rozumie si¢ albo kredyt udzielony
i splacany w walucie obcej, albo kredyt denominowany w walucie obcej. Kredyt
denominowany udzielany jest w walucie krajowej, ale w dniu podpisania umowy
jego warto$é jest przeliczana na walutg obcg (np. EUR, CHF, USD) wedlug bieza-
cego kursu kupna. Harmonogram sptat sporzadzany jest w walucie obcej, przy czym
odsetki sg naliczane wg oprocentowania waluty obcej. Sptaty kredytu dokonywane
sa w walucie krajowej po przeliczeniu wedtug kursu sprzedazy waluty obowigzu-
jacym w dniu splaty.

Harmonogram sptat kredytu denominowanego w walucie obcej
w wyrazeniu ztotowym

Przyjmijmy nast¢pujgce oznaczenia:

FC — waluta obca (foreign currency).

ao - kurs kupna waluty obcej FC/PLN w momencie udzielania kredytu

B —kurs sprzedazy waluty obcej FC/PLN, w momencie splaty j-tej raty,
j = 192',""”,

— warto$¢ udzielonego kredytu w zlotych,

S f© — warto$¢ udzielonego kredytu w walucie obcej

SPL‘\(

PLN
S

FC
R
a,

i —bazowa stopa procentowa dla waluty obcej.

Sporzadzenie harmonogramu splaty kredytu w wyrazeniu ztotowym, zar6wno
dla sptaty ratami annuitetowymi, jak i splaty ratami o statej czesci kapitatowe;,
sprowadza sie do sporzadzenia harmonogramu sptat kredytu S, (f “w wyrazeniu wa-
lutowym i do p6Zniejszego przeliczania kazdej raty i dtugu biezgcego na ztote we-
dtug aktualnego kursu sprzedazy danej waluty obcej. Zwréémy uwage, ze nawet
po wieloletnim sptacaniu kredytu walutowego, warto$¢ diugu biezacego wyrazona
w zlotych, przy niekorzystnym ksztattowaniu si¢ kursu walutowego, moze by¢
znacznie wyzsza niz warto$¢ zaciagnietego kredytu w ztotych.

Przykfadowo, dla kredytu denominowanego w walucie obcej sptacanego ra-
tami o statej czesci kapitalowej diug biezacy w wyrazeniu ztotowym oblicza sie
wedlug wzoru:
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sv - st (1-4)g

a czg$¢ kapitatowa oraz odsetkowa j-tej raty w ujgciu ztotowym wyrazajg si¢ wzo-
rami:

FC
S

PLN _
vrE

(LN — GPLN jFC
=8
da j=1,2,.n

W momencie splaty pierwszej raty rowniez kwota udzielonego kredytu wy-
razona w walucie przeliczana jest na zlote wg aktualnego kursu sprzedazy. W har-
monogramie sptat kredytu w wyrazeniu zlotowym jako warto$¢ poczatkowa kre-
dytu nie wystepuje wiec warto$¢ udzielonego kredytu S, ale wartosé

S = SR

Wplyw kursu waluty na wartos¢ rat kredytu walutowego pokazemy na przy-
kiadzie kredytu sptacanego ratami o staltej czgsci kapitalowe;j.

Przyktad 17. Sptata kredytu denominowanego w walucie obcej
ratami o stalej cze$ci kapitatowej

Kredyt o wartosci 12 000 zt jest denominowany w EUR i bedzie sptacany
szescioma miesigcznymi ratami o stalej czgéci kapitatowej. Oprocentowanie kre-
dytu jest state w trakcie obowigzywania umowy i wynosi 3% p.a. W dniu udzielenia
kredytu oraz w momencie splaty pierwszej raty kurs kupna EUR/PLN wynosit
4 74, kurs sprzedazy 4,2 z1. Po sptaceniu pierwszej raty kurs kupna EUR/PLN wzrdst
do poziomu 4,8 z1, a kurs sprzedazy do poziomu 5 z} i pozostat na niezmienionym
poziomie do konca okresu kredytowania. Sporzadzi¢ harmonogram spiat kredytu.

Rozwigzanie:

Punktem wyjscia jest sporzadzenie harmonogramu sptat kredytu wyrazonego
w EUR (tabela 12.12.). Rownowarto$¢ udzielonego kredytu w EUR wynosi 3000
EUR (12 000 zt przeliczono na euro po kursie kupna z dnia udzielenia kredytu).
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Tabela 12.12. Harmonogram sptat kredytu w denominowanego w EUR
w wyrazeniu walutowym

i CiEUR LTJEUR rVCEUR B EUR g EUR
1 3 000 500 7,50 508 2 500
2 2 500 500 6,25 506 2000
3 2 000 500 5,00 505 1500
4 1500 500 3,75 504 1000
5 1000 500 2,50 503 500
6 500 500 125 501 0
Ogolem 3000 26,25 3026

Zrédo: opracowanie wiasne.

Harmonogram sptat kredytu w wyrazeniu zlotowym (tabela 12.13.) powstaje
poprzez przeliczenie diugu biezacego i rat wyrazonych w EUR na zlote, wedtug
kursu sprzedazy EUR/PLN obowigzujgcego w momentach spiat kredytu.

Tabela 12.13. Harmonogram sptat kredytu denominowanego w EUR
w wyrazeniu Ztotowym

] e U ™ 0OjLS PP g™
1 12 600 2 100 31,50 2132 10 500
2 12 500 2 500 31,25 2531 10 000
3 10 000 2 500 25,00 2 525 7 500
4 7 500 2 500 18,75 2519 5000
5 5000 2 500 12,50 2513 2500
6 2 500 2 500 6,25 2 506 0
Ogdtem 14600 12525 1475

Zrédto: opracowanie wiasne.

Dtug poczatkowy oraz pierwsza rata zostaty przeliczone na ztote wg kursu
sprzedazy EUR/PLN na poziomie 4,2 zt. Dtug biezacy oraz raty w momentach
/=2, 3,..., 6 przeliczono wg kursu sprzedazy EUR/PLN réwnym 5 zk. Zwr6émy
jwage, ze w wyniku wzrostu kursu EUR/PLN, dtug biezacy w wyrazeniu Ztoto-
wym po spaceniu pierwszej raty zmniejszyt sie tylko o 100 z4, mimo Ze w pierwszej
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racie kredytobiorca sptacit 2100 zt kapitatu. W rezultacie niekorzystnego dla kre-
dytobiorcy ksztattowania sie kursu walut, odda on bankowi w ujeciu ztotowym ka-
pitat znacznie wyzszy (14 600 zt), niz pozyczyt (12 000 zt).

Jezeli kredytobiorca nie osigga przychodéw w walucie, w ktdrej zostat zacia-
gniety kredyt, to oprécz wszystkich innych rodzajow ryzyka zwigzanych z zaciagnie-
ciem kredytu, jest on narazony na ryzyko walutowe. Szczegdlnie w przypadku kre-
dytéw dlugoterminowych istnieje duza szansa na zmaterializowanie si¢ tego ryzyka.

Skutki ryzyka walutowego odczuli mi¢dzy innymi kredytobiorcy w Polsce,
ktérzy zaciagneli kredyt mieszkaniowy w CHF. Po podj¢ciu przez Narodowy
Bank Szwajcarii decyzji o uwolnieniu kursu franka szwajcarskiego wobec EUR?
w styczniu 2015 r., kurs CHF gwattownie wzrést, w wyniku czego znaczaco wzro-
sty raty kredytow udzielonych w tej walucie.

Dopoéki kurs CHF, ani stawki Libor CHF nie ulegaly istotnym niekorzystnym
wahaniom, kredyty w CHF byly korzystniejsze niz kredyty w PLN, gdyz ich opro-
centowanie byto znacznie nizsze, co mialo wptyw nie tylko na wartos¢ raty, ale
w przypadku rat annuitetowych, réwniez na szybko$¢ splacania kapitatu. Wydaje sie,
ze kredytobiorcy zdawali sobie sprawe z wigkszej oplacalnosci kredytéw w CHF
niz kredytéw w PLN, ale jednocze$nie nie mieli wyraznej swiadomosci, ze cena,
jaka ptaca za lepsze warunki kredytowania, jest ryzyko walutowe (wszystko ma
swoja cene!).

Z przeprowadzonych w rozdziale rozwazan wynika, ze do zrozumienia istoty
standardowych produktéw finansowych, do jakich zaliczajg si¢ lokaty bankowe
oraz kredyty, potrzebna jest znajomo$¢ podstaw matematyki finansowej. Prze-
stanka do zrozumienia i opanowania podstawowych koncepcji matematyki finan-
sowej jest posiadanie wiedzy matematycznej na poziomie szkoty $redniej: dziata-
nia na potegach, definicje i wiasnodci funkeji liniowej i wyktadniczej, rozwiazy-
wanie rownan o jednej niewiadomej, itp. Wymaganie to wcale nie jest wymaganiem
minimalistycznym. Po pierwsze, nie wszyscy konsumenci posiadajg co najmniej
wyksztatcenie §rednie. Po drugie, nieraz spotykamy sie ze zjawiskiem wtdrnego
analfabetyzmu matematycznego — to naturalne, ze czlowiek z czasem zapomina
umiejetnosei, ktérych dawno nie uzywat,

Na koniec warto wspomnie¢ raport naukowcéw z Harvard Business School
»Programy nauczania w szkotach §rednich a wyniki finansowe: wptyw obowigzko-
wych zajeé z finanséw osobistych i matematyki”. Wiedza finansowa i zdolnosci
poznawcze majg niewatpliwie wplyw na jako$¢ podejmowania decyzji finanso-
wych. Jednak niewiele jest dowodéw na to, ze edukacja, majgca na celu poprawe

2 Swiss National Bank discontinues minimum exchange rate and lowers interest rate to ~0,75%,
Press Release, Swiss National Bank, Zurich, 15 January 2015, http://www.snb.ch/en/mmr/reference/
pre_20150115/source/pre_20150115.en.pdf, dostep 20.01.20135.


http://www.snb.ch/en/mmr/reference/
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jako$ci podejmowanych decyzji finansowych, jest skuteczna. W raporcie starano
si¢ znalez¢ odpowiedZ na pytanie, czy dobrych nawykéw finansowych mozna na-
uczy¢ si¢ w szkole. Odpowiedz jest twierdzgca — dodatkowe zajecia z matematyki
prowadza do wigkszego uczestnictwa w rynku finansowym, wigkszych dochodow
z inwestycji oraz do lepszego zarzadzania kredytami®,

3% Cole S., Paulson A., Shastry G.K., High School Curriculum and Financial Qutcomes: The
Impact of Mandated Personal Finance and Mathematics Courses, Business Harvard School, Working
Paper 13-064, April 8, 2014, http://www.hbs.edu/faculty/Publication%20Files/13-064_c7b52fa0-
1242-4420-b9b6-73d32c639826.pdf, dostep: 20.04.2015.
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